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Die Rellieiieiitwickelangeii 



der 



Dif f erenzial- und Integralrechnung. 



Einleitong« 

Mf enn ich In den folgenden Bl&ttern die mittelst des Theoremes von Mae Laurin erreichbaren Reiben- 
entwiekelnngpen der Differenzialrechnung, soirie die der Integralrechnung angefaörig^ Formeln von Lagrmgt und 
FQVfier einer neoen Erörterung unterwerfe, so geschiebt diess aus dem doppelten Gründe, weil die bisherigen Ab- 
leitungen jener ebenso wichtigen als interessanten Theoreme entweder zu praktisch unbrauchbaren Vorschriften für 
deren Anwendung fährten, oder auf zu feinen Untersuchungen beruhten, als dass sie didaktisch brauchbar gewesen 
wiren. Der erste Theil dieses Tadels trifft hauptsächlich das Theorem von Mac Laurin^ der zweite mehr die Ent« 
Wickelung der periodischen Reihen von Jjogrange und F&urier^ und zur Rechtfertigung desselben mög^i die folgen- 
den kritischen Bemerkungen Plalz finden. 

Bis zu den Zeiten (kiiichy*$ bediente man sich zur Entwickelang der Funktionen in Potenzenreihen fast aus« 
schliesslich der Methode der unbestimmten CoefBzienten, einer Methode, die — wenigstens in der Weise, wie sie 
angewendet wurde — als eme noch sehr rohe und unwissenschaftliche bezeichnet werden muss, in so fem die 
ganze Rechnung mit einer Hypothese auffingt und sie ausserdem die Bedingungen nicht erkennen Ifisst, unter welchen 
das Endresultat gulüg bleibt Diess weiter zu erftrtem ist um so überflüssiger, als jenes Verfahren bei gebildeten 
Mathematikern längst unter die Antiquitäten g^ört. Gleichwohl kann man der Methode der unbestimmten CoefBcien- 
ten eine gewisse Leichtigkeit und ein heuristisdies Interesse nicht absprechen, sie empfahl sich damit besonders 
dem Unterrichte und gewiss hat sie der mit der^ Entfaltung der Wissenschaft Schritt haltende Lehrer nur ungern 
aufgegeben. Die harten Consequenzen, welche der unbeschränkte Gebrauch jener Methode nach sich zog, nöthig- 
ten bald zu einer gewissen Vorsicht und man gaff zu dem natürlichsten Mittel^ nämlich die Reihe vorerst als end- 
liche zu nehmen und ihren JKest zu bestimmen. Nun hatte bereits Lagrange gezeigt, dass wenn 

/<a;) s= ^ •)• A\x + A^x^ + .... + -^«i*»-* + Rn 
gesetzt wurd, die Coeffizienten jI%^ Au . . . . A^^i vmd der Rest M^ nach folgenden Formeln zu bestimmen smd 

A, _ AO), Ai = -y-, At = -j-y-, . . .A.^i= i.2..(ii-i)' 



^ = 1.2.3..^n-l)/ ^^^-">"^'^^">^- 



diess nützte aber in so fem wenig, als damit das Theorem von Mac Laurin der Integralrechnung zugefallen wäre» 
während man es doch bei verschiedenen Untersuchungen der Differenzialrechnung brauchte; es blieb demnach die 

i 



Aufgabe, dem Reste eine vom Integralzeichen fireie Gestalt zu verschaffen. Canchy und Ampere waren es, welche 
dieses Problem lösten; sie zeigten, dass man dem Reste die Formen 



und 






geben kann, wobei % und l positive ächte Brüche smd, deren genaue Werthe nicht näh^r angegeben werden 
können*). Diese Bestimmung war ohne Zweifel ein Fortschritt in wissenschaftlicher Beziehung, für den praktischen 
Gebrauch des Mac Zaunn'schen Satzes dagegen ein förmlicher Hemmschuh. Um nämlich die Erlaubniss zur un- 
endlichen Fortsetzung d^ Potenzenreihe 2u erhalten« «m ateo aus der Glibiohufig 

• • » • 

fix) -'Rn = AQ+Axx + A^c(? +..,.+ 4,_ia;»7-i 
die neue Formel 

f(x) =£= ^ + Aix + Ä^x^ ^ ... in inf. 

abzuleiten, muss man die Bedingungen aufsuchen, unter welchen, bei unendlich wachsenden n. Um Rn »O wird 
und hierzu ist es unerlässlich nothwendig, eine'indeipenclenie Formfei fir f(^^(x) zu haben, um aus ihr den Werth 
von f(*^(nx) oder f(^)(Xx) herzuleiten, indem man xx oder Xx an die Stelle von x treten lässt. Gerade hierm 
Uegt aber ^lae Schwierigkeitf deli& es ist hinfig sehr Mcht, >die äussedidie Form der höheren Differenzudqaotienten 
IMHH /(«> «i2üg«ben^ dagegen seb^ sehww^ die Werthe -der darin Torkommenden vom Index der Differenziatioii 
abhäagigiOB OoeüAtiehten in einer indepeadenteil Formel danztistelleik Daher kam es denn^ dctiss man oft die spe« 
cielieti Werthä der Diffisrenzialqvotienten /"'(O), /"(O), /^(O) u. s. w. ohne Mühe entwickeln, «teo die Re&e Un- 
scbreiben, aber tiäa Mangel an emer ailgemeinen Formti für /(")(;i;) die Restontersuchüng nieht TOmehnien 
konnte. Stimr ist «och dieser Uebelstand duxdi die Bemühungen Ckmchy^s (px denen vielleicht jene sehr auffäUigen 
Tinitecheti angeregt haben) beseitigt worden^ aber freilich uiif eine Weise, die «dem Lehrer nichts hilft, so hoch 
auch die wissenschaftliche Bedeutung der Arbeit jenes geistreichen Mathematikers JsU Er behauptet nämlich, das» 
die Fonktion fix) in eine Poten&enreifae verwandelt werden ^önne , so lange der Modulus von x (letzteres allge- 
mein ia coB4>lexer Form gedacht) weniger beträgt^ als. der Modiolus desjenigen x, für welches In f(ß) oder f^ixy 
die erste Discontinuität eintritt. Dieser Satz ist nun erstens nicht einmal ganz richtig, denn es bedarf, wie ich ge* 
zeigt habe^, nicht nur der Untersuchung von fix) md f^ix)^ sondern auch der atier übrigen DifBerenzialcjuotien* 
teA, Was je^ioch keine Schwierigkeit verursacht, da sich das Eintratem der Discoatinuität aus der blossen äusseittt- 
F^Mta der Differenzialquotienten erkennen lässt, zweitens aber beniht die Ablestun^ des verbesserten ißiu6%*schen 
Sattes auf so feinen Speculatienen, dass man nicht wagen kann, sie beim ersten Unterrichte in der Differenziai^ 
reehnung zu benutzen. So bleibt detm in didaktischer Beziehung immer noch das PrcAlem, die Leichtigkeit 4dr 
Methode der unbestimmten Coefflzienten mit der von der modernen Wissenschaft geforderten Strenge zu vereinen. 
Sfase Auf^be hoflfe ich durch die in den ${. 3 und 4 eirt^onickelten TheoreAie gdöst zu Jiaben$ wenigstens m4gen 
die in s. 6 gegebenen Beispiele den Nachweis liefern, dass doli die Anwendung des Theoremes von Mac Zaurin 
bei weitem leichter machen lässt, als tilies nach den. bisherigen Methoden der Fall war%\ 

Aehnliche Bemerkungen treffen die bisherigeil Beweise rder von Lagrange und Fourier 'gefundenen Sftte, 
denen zufolge eine beliebige Funktion fix) in Reihen von den Formen 



*) Cauehif$ Entwicklung findet nan n. A. in Chrumerfh Leitfaden fEr den ersten Unterriebt in der höheren Analysia; eine 
weit kürzere Ableitong jener Restformeln habe ich in meiner Habüitattons^hrtft ^Theorema Taylarianum, dUs. inaug,^ Jenae 
MDCCCXLIV y typis Frommann,) gegeben und in mmnem „Handbuch dtr Differensialrechniing, Greifswald 1847,*' mit einiger Yer* 
allgemeinerang wiederholt. 

^*} Man ftehe mctee ,,i«atliuiati«4icni AhAwadlnogea, Deiaai 1860.'< 



^jt^ + Aicos X + j1$ cos ix'+ j4$ casSx + . . > 

S\ sin X + St sin 2x + B$ sin Sx + . . . 

entwickelt werden kann, sobald man x auf das Intervalle bis » beschränkt Die Mangcfliaftigkeit der von 
Lagrange selbst g:egrebenen Darstellung ist längst an dem doppelten Uebelstande erkannt worden, dass die Rech- 
nung auf einer hypothetischen Grundlage ruht und dass sie die Nothwendigkeit des genannten Gültigkeitsintervalles 
nicht erkennen lässt; dasselbe gilt von dem Beweise Poisson's (Tratte de mecaniquej Tome L S. 825*), der über- 
haupt nicht viel mehr als ein mit etlichen WillkührHclikeiten ausgestattetes Räsonnement ist, dessen strenge Begrün- 
dung aus der Theorie der singuläreu Werthe bestimmter Integrale herzuholen wäre, wenn diese Lehre der Sache 
nicht zu fem läge; eben so wenig Lob verdient die mittelst der imaginären Zahlen bewerkstelligte Ableitung 
Cauchy*Sj bei welcher die Convergenz der frs^lichen Reihe nicht sicher entschieden wird, wie Cauchy selbst ein^ 
gesteht^« Erst Lejeune JHrichlet hat durch eine völlig strenge und elegante Analyse den Beweis geliefert, dass 
die in Rede stehenden Reihen immer eonvergiren, so laAgd die gegebene Funktion f(x) innerhalb des Intervalles 
bis n nicht unendlich wh'd und dasa, die erste üoibe IQr äi ^ o; ^ 0, die zweite Reihe dagegen nur für 
9s >> o; > der Funktion gleichgOt *^). Der Nerv des DiricMefschen Beweises lie^t in der Ausmittelupg des 
Gränzwerthes, welchem sich das Integral 



/ 



stn t 



für unendlich wachsende k nSb^i etwas einfacher g€staltet sich die Saebc^ weup man zunlclü^t vop 4wkbMffJilfi 

/sin ki Fif) di 

j^usgeht und dabei auf die möglicbea Discontinuitäten der Funktion F{fi Rücksicht nimmt i^^. Doch machte wohl 
auch diese Untersuchung für den ersten Unterricht in der Integrakechnung noch zu delikat sein und ich gebe, des- 
hidb hier eine andere Herleitung, die viaKaiolit einen geringeFen Gmd von Eleganz besitzt, aber dafür nichts als 
die. einfachsten Grundformelnider Integralrechnung voraussetzt. 



^ Man 8eh6 hierober die kritischen Benerirangen Lejeune DMehtefe in CreWa Journal^ Bd. 4, 8. 167« 

**) Dove'ß Rep9rtpriam der Physik» Bd. 1 , «• 163, 

***) Diese Brortemng findet sich im ^weiten Bande meiner y, Analytischen Stadien, Leipzig 1848.'^ 
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Die Potenzenreihen von Taylor und Mac LaariOt 



s. 1. 

Die Oontiniiitfit der FunktioneiL 

Unter einer 8tetig:en Funktion versteht man bekanntlich eine solche , in der die Differenz zweier Nachbar- 

werthe die Null zur Gränze hat, sobald die entsprechenden Werthe der in der Funktion enthaltenen unabhängigen 

Variabelen gleich werden. Denken wir uns, um diess in der Zeichensprache der Mathematik auszudrucken, unter 

F(x) eine wilMhrliche Funktion von x^ unter i und t ein paar wesentlich positive Grössen, so können die beiden 

Werthe F(x + d) und FCx — t) , welche den Argumenten x + 8 imd x — 9 entsprechen , als Nachbarwerthe der 

Funktion angesehen werden und ihre Differenz wäre F(x + S) — F(x — •), die Differenz der Argumente dagegen 

x + i — (a? — •) = i+ i. Wenn nun i und t in Null übergehen, also die Differenz der Argumente verschwindet, 

so sind zwei Fälle möglich; entweder nämlich annullirt sich die Differenz i'(x + d) — F(x — •) zugleich mit, was* 

durch 

£im[FCx+g) -. F(x--i)] = 

ausgedrückt werden möge, oder es giebt Werthe von Xy etwa a; = |, für welche diese Eigenschaft nicht stattfindet, 

nämlich 

Lim[F(x + «) - F(x - «)J ^ 

wird; im ersten Falle heisst die Funktion eine continuirliche, im zweiten Falle sagen wir, sie erleide an der Stelle 
a;as| eine Unterbrechung der Stetigkeit. — Die geometrische Bedeutung dieser Definition wird man leicht aus den 
Figuren 1 und 2 erkennen, in denen Oif = |, ZM=if MN=sg und y ^= F(x) die Gleichung der Curve 
UVW sein möge. Man hat nämlich für beide Fälle 

mithin durch Subtraktion, indem man noch die Gerade Uü^ zieht . - 

Fd + S) - ^a-«) = Ü'W. 

Bei einer ununterbrochenen Curve geht diese Differenz in Null über, sobald die Punkte L und N mit dem Punkte 
M zusammenfallen (Fig. 1); ändert sich dagegen die Ordinate der Curve sprungweis, indem sie an der Stelle 
OM=l von MV\ plötzlich auf MVt überspringt, so verschwindet auch die Differenz Ü^W nicht, sondern ver- 
wandelt sich in die endliche Grösse V\ Fi, wenn die Punkte L und N mit dem Punkte M zusammenfallen (Fig. 2). 
Während also Mher zu der Abscisse OM immer nur eine Ordinate gehörte, so giebt es in der discontinuirlichen 
Curve eine Abscisse, zu welcher ausnahmsweise zwei Ordinaten MV\ und MVt gehören; die erste derselben be- 
schliesst die bisherige Reihe von Ordinaten, die zweite eröffnet eine neue Reihe derselben« Es ist daher nicht un- 
passend^, diess dadurch zu unterscheiden , dass man die erste Ordinate mit FH — 0) , die zweite mit F{1 -h 0) be- 
zeichnet. Nach diesen Erörterungen darf man auch sagen, die Funktion Fix) ist an der Stelle a; = J conünuirlich, 
wenn /'({ — 0) = i^(| + 0), discontinuirlich dag^en, wenn /'({ — 0) und 1^(1 + 0) verschieden sind. 



5 

Sehr Uafig komnen Funktionen vor, welcka lär emen bestimmten Werth x=i unendlich werden, über { 
hinaus aber irieder endlieli6 Werthe annehmen, so dass also ^(D &= co ist> während bei endlichen 9 und t so- 
wohl FCi + t) Bla F(i — c) endlich bleibt Derartige Funktionen sind an der Stelle a; = { jedesmal discontinuir- 
lieh; da nfimlich /*($ — a) emen endlichen Werth besitzt, J*(£) dagegen unendlich wird, so kann man, nachdem e 
beliebig angenommen ist, 9 so klein wählen, dass F($ + j) um eine wiUkührliche Grösse k mehr als FCi — t) be* 

trägt, woraus 

J^Ö + Ö - -F(S-0>* 

folgt; denken wir uns • als abnehmend, aber 8 in jedem Falle nach der obigen Rücksicht besUmmt, so erhellt 
augenblicklich die Richtigkeit der Beziehung 

lim[Fa + i) - i^(| -«)]>* 
und daraus die Discontmuität der Funktion fix) an der Stelle a; = £. — Vielleicht ist ein Beispiel hierzu nicht über- 
flüssig; die^Funktion 

1 

wird unendlieh für :Bc=:a, besitzt aber sowohl für x^a als für a;^a nur endliche Werthe$ ziehen wir also die 
Differenz FC^ + d) -- J^(| — •) für $ = a in Betracht, so ist 

diese Differenz lässt sich leicht grösser als z. E. die Einheit machen; denn aus 

Msi darcb Redniction auf < * . _ 

Richtet man sich nach dieser Bestimmung: so ist, wie klein auch s sein möge, wobei 8 dann noch weniger 

beträgt, doch immer 

F(a + i) — jF(a— £) > 1 

und wenn » verschwindet, so ist dies ebenso mit 8 der Fall, aber es bleibt doch die Beziehung 

lim [F(a + i) — F(a — •)]>! 
stehen, »welche die Discontinuität der in Rede stehenden Funktion zu erkennen giebt. Dies bestätigt sich auch 
geometrisch; die Curve deren Gleichung 

■ 

ist, besteht nämlich aus zwei völlig getrennten Zügen, welche die zur Abscisse x t=s a gehörige unendliche Or- 
dinate zur gemeinschaftlichen Asymptote haben; in so fem nun ein stetiger üebergang von einem Zweige der 
Curve zum andern schlechterdings unmöglich ist, sondern hierzu jederzeit ein Sprung gehört, findet in der That 
eine Discontinuität an jener Stelle statt*). 

S. 2. 
Die Differenzialquotienten continuirlicher und discontinnirlicher Funktionen. 

Von wesentlichem Einflüsse ist die Continuität oder Discontinuität der Funktionen auf die Differenzialquotien- 
ten derselben. So lange nämlich eme Funktion sich stetig ändert, ist ihr Differenzialquotient im Allgemeinen dne 



*) FSr weitere ErMienuigen dieaes Thema^t Terweifle ich aaf mein „Haadbuch der aigebcaifchen Analysu, zweite Auflage, 
Jena 186L<« 
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I 

endliche Grösse, er wird dagegen unendlich gross, sobald die Fwiktion eine XJnterbffeelmQir der Oonlinidttt 
erleidet Man erkennt dies ohne M&he aus dar Entstehvngsweise des Differenziai^ott^niciDy derznfblge . 

isii hier sind F(x) und F(x + Ax) zwei Nachbarwerlhe, deren Differenz sich einer von NuU ver$obiedene^ Gr&nze 
nähert, sobald x einen von den Werthen a;==S erhält, für welche die Funktion F(x) discontinuirlich wird» Nennen; 
wir +£C den Gränzwerth jener Differenz, so wird unter der g^nachten Voraussetzung 

f 

für ein von | verschiedenes x dagegen bleibt der Differenzialquotient F\x) endlich; er besitzt demnach die Eigen- 
schaft, für einen gewissen Werth a?=;| unendlich zu werden, für ^c ^ i aber endlich zu seuL Nach den im 
vorigen Paragraphen gemachten Bemerkungen folgt hieraus, dass aucli F^ix) an der Stelle xs^^ eine Unter- 
brechung der Continuität erleidet Dies giebt den wichtigen Satz; 

m) Der Differenzialquotient einer discontinmrlichen Funktion wird an denselben Stellen discontinuirlich und zu- 
gleich unendlich, an welchen die msprüngliche Funktion eine Unterbrechong der Stetigkeit erleidet 

Setzen wir, um dieses Theorem umzukehren, voraus, dass der Differenzialquotient einer Funktion endlich und 
stetig bleibe, so kann die ursprüngliche Funktion nicht aufhören, contipuirlich zu sein, weil im Gegenfalle der 
Differenzialquotient unendlich und unstetig werden würde, was der Voraussetzung widerspricht; also: 

b) So lange der Differenzialquotient einer Funktion endlieh und stetig bleibt, ändert sich die Funktion selbst 
continuirlich. 

Dieser Satz, welcher oft dazu dienen kann, um die Continuität einer Fiuiktion fe^sizusteUeii, die nidit selbstf 
sondern von der nur der Differenzialquotient gegeben ist, hat eine sehr einfache geometrische Bedeutung. Wenn 
nämlich F^x) die Fläche bedeutet, die in einer ebenen Curve über der Abscisse x steht, so ist bekanntlich F^(x) 
die zur Abscisse x gehörende Ordinate, oder, yssF*(x) die Gleichung jener CufVe; ändern sich nun die Ordinaten 
stetig und bleiben sie zugleich endlich, so versteht sich fast von selbst, dass auch die Aenderungen der Fläche 
F(x) stetig vor sich gehen müssen. 

Den Sätzen a« und b. zufolge bedingt die Discontinuität von F(x) die Discontinuität von F*(x) und umge- 
kehrt die Continuität von F^Cx) die Continuität von F(x)i man könnte nun vermuthen, dass noch zwei ähnliche 
Sätze existiren müssten, welche, den obigen analog gebildet, folgendermassen lauten sollten*. 

c) Aus der Continuität von Fix) folgt die Continuität von F\x)f 
und umgekehrt: 

d) Die Discontinuität von F^Cx) zieht die Discontinuität von Fix) nach sich; 

beide Aussprüche sind aber unrichtig, wie man sehr leicht an einzelnen Beispielen sehen kann. Nehmen 
wir z. B* 

jP(a:) SS 1(1 — o;)', also F\x) = — 

(1 - a?)* 

so bleibt F(x) für alle x continuirlich, während dagegen F^Cx) an der Stelle x = l von^— co nach + co über« 
springt, also eine Unterbrechung der Continuität erleidet Auch geometrisch lässt sich diess leicht nachweisen. 
Denken wir uns nämlich in Fig. S die über der Abscisse x stehende Fläche als Funktion von x und bezeichnen 
wir sie mit F(x)j so ist y^^F^ix) die Gleichung der b^ränzenden Curve. Letztere erleide mm an der Stelle 
0ifs3£ eine sprungweise Aenderung, so ist für Xifssc, MJfsztf 

JlfFi =^({-0), JUVt = F'ii + 0) 

Fläche OQÜL^ F(i-i), Fläche OQViVtWN — Fil + i) 



p 

die DtffevQiis der Jbitfdett Cltehen ist ' ^ 

FllJ^t) - JFß-f) « nscte LMViU + Fläche ATif F»»; 

sie verschwindet aber mit i und • gleichzeitig, weil sich dann die Flächen LMViU und NMVtW auf Null re- 

• ■ 

duziren. Man erkennt hieraus, dass zu einem discontinuirlichen Differenzialquotienten F^(,x) eine continuirliche 
Funktion Fix) gehören kann, oder dass der Differenzialquotient einer stetigen Funktion nicht selbst stetig zu sein 
braucht — Vereinigen wir diese zwei Bemerkungen mit den beiden richtigen Sätzen a. und b«, so sind jetzt alle 
mSglicben Combinationen erschöpft, welche sich aus den vier Begriffen F(jc)t F^ix)^ Continuität und Discontinuität 
bilden lassen*). 

Wie nothwendig es sein kann, auf die mögliche Discontmuität einer Funktion Rficksicht zu nefam^ mag die 
folgende kleine Untersuchung zeigen, von der wir im nächsten Paragraphen Gebrauch machen werden. Es sei von 



« . 



einer unbekannten Funktion fp(x) der Differenzialquotient — —^ — = 0, so schiiesst man hieraus, dass jene Funktion 

euie <!lon6tltAt6 sei; weiss mtfn femer, daiss jene unbekannte Funktion f^ x^=sa den gegebenen Werth « annehmen 
muss, so würde man jetzt aus der Cönstanz von 4p (ßi) folgern, dass nicht nur fpia)^=^af sondern Oberhaupt für 
jedes X auch 9(a;)c=a sein müsse.' Dieser Schluss ist aber ein voreiliger und setzt stillschweigend die Conti- 
nuität von ^(x) voraus. Der Gleichung ^ = genügt nämlich ebensowohl eine einzige Constante als auch 

ein System aufeinander folgender Constanten, und es braucht daher jene Constante nicht durchaus denselben 
Werth zu haben. Denken wir ims, um dies deutlicher zu machen, die Funktion 9(0;) besitze 

von x=^ü bis a; = 6 den Werth a ^ 

- x=^b - x^=^c - - /I 

- x=ac - x = d - - y 

u. 8. f. 
womit die Discontinuität der Funktion ip(x) an den Stellen a; = (, xsszc n» s. yr. ausgesprochen Ist, so hat man 

jederzeit — ^^ — =» O5 umgekehrt ist allerdings ^Cx)ssa^(fl)=iat aber dies gut nur von a; = a bis a;s:&, also 

nur bis zu derjenigen Stelle, wo die Discontinuität eintritt. — Der geometrische Sian dieser BetraehiimgeA ergiebt 
sich sehr leicht, wenn man sich erinnert, dass für eine durch die Gleichung y = q>(x) charakterisirte Curve, 

"2^ = — ^ — die trigonometrische Tangente des Winkels ist, den die berührende Gerade am Punkte xjf mit der 

Abscissenaohae einscUtesst, dass also in Fig. 9 die Beziehungen 1 

Stattfinden. Soll nun die Funktion g>(x) den beiden Bedingimgen 

dip(x) ^ 

genügen, so faetsst dies geometrisch, es soll durch den Punkt A^j dessen Coordinaten OAssa und AA x=za sehi 
mögen, eine Curve gelegt werden, deren Tangenten sämmtlich parallel zur Abscissenaehse liegen. Eine derartige 
Linie ist nun entweder eine unendliche Gerade, die in der Entfernung a der Abscissenaehse parallel läuft, oder sie 



^) So Tiel mir bekannt, lind ii% obigen Tier €embin«t!oBeii noch nirgends ToUstandig eiSrtert worden, obgleich der Gegen* 
ftand Ton Wichtigkeit ist. Nur über die Satse C. nnd C findet eich ein Versnch, and zwar meines yerehrten Vorgängers, des Herrn 
Prof. IVaiifte (ArtthiT für Mathematik, Thail 15, S. 237)^ der Verfaiser gerath jedoch in den Inüinm, den Sati «. für rlqfaiigjins* 
SDgeben. 
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ist ein System von Geraden, welche discontinuiriich aneinander gereiht sind, wie A^3^JB*C'.i. (Fig. 4).' Im 
ersten Falle wäre ^(x) continuirlich und für jedes Xj MP = 9(0;) sa AÄ^ =3 9(0) = «, im zweiten Falle gilt 
dagegen diese Gleichung nur bis x = OB=sb aber nicht darüber hinaus. — Es bedarf daher, wenn eine Funktion 
9(0;) aus den beiden Bedingungen 9(0) = « und 9<(a;) = bestimmt werden soll, immer noch einer besonderen 
Untersuchung, ob die Funktion q>(x) nicht möglicherweise eine Discontinuität enthält 'O* 

S. 8. 
Die Formeln von Taylor und Hac Lauiin. 

Es bezeichne Su die Summe der aus n Gliedern bestehenden Reihe 

SO ist diese Summe jedenfalls eine ihrer Natur nach noch unbekannte Funktion von Xi um dieselbe zu bestiinmen, 
um alJo die vorstehende Reihe zu summiren, sqhlagen wir folgenden Weg em. Wur differenziren die Gleichibg 

und wenden dabei rechter Hand die bekannte Regel für die Differenziation der Produkte an$ es ergiebt sich so 

+-^^r(x) — rix) 

^ 1.2.3^ ^^^ 1.2 ' ^^^ 



^1.2..(n-l)^ ^^^ 1.2..(n-2)'^ ^^^ 
d. i. nach Hebung aller negativen Glieder 

^^^ (te 1.2..(n — 1)^ ^^^ 

Die Reihe (1) besitzt demnach die merkwürdige Eigenschaft, dass ihr Differenzialquotient nicht mehr aus 

n Gliedern , sondern nur aus einem einzigen Gliede besteht Diese Eigenthümtiehkeit giebt zugleich ein Mittel an 

die Hand, um die Continuität der unbekannten Funktion 5« zu beurtheilen. Dieselbe findet nämlich so lange statt, 

als der Ausdruck 

1 

1.2...(n— 1) ^ ^ ^ ^^ 
endlich und stetig bleibt, was aus naheliegenden Gründen eben so lange der Fall ist, als /*<")(a;) nicht discontinuir- 
iich und unendlich wird. Da aus der Continuität und Endlichkeit von^^'^C^) di^ Continuität von f^^^Hx), 
fC-^^x) .... f^(x)^ f\x) unb f(x) folgt, so können wir auch sagen, dass S« eine stetige Funktion von x 
ist, so lange die einzelnen Funktionen f(x)y Pix)^ /"(a;), .... /■("-^>(a;; keine Unterbrechung der Continuität 



*) Dasa es in der That dergleichen Fonktionen geben kann, wie oben 9(«), beweist tchon die Gielchong 

y(») = 1 du ^ ^ 1 du 

^ n J u nj u 

o o 

f&r s^o ist hier ^(j»)£:=a, für x^a^ 9> («) s ( (a ^^ j?) und far ar^a, tp(9f)=:fi (abereinstismend mit Fig. 4), wie den 
Fremden der Theorie bestimmter Integrale bekannt sein wird. 
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eileidenv ^üi^ Behauptnngr, die sich auch anrntUeffiar durch die Betoertcon^ rechtfettigren Ifisst, dass die Summe 
einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen selbst wieder eine stetig^e Funktion sein muss. 

Wollte man nun aus der Gleichung (2) die unbekannte Summe S» bestimmen , so wfirde dies eine Auf§:abe 
der Integralrechnung: sein; diese Schwierigkeit l^st sich vermeiden, wenn man die in Rede stehende ^Reihe (1) als 
unendliche nimmt, d. h. ihre Gliederzahl n ins Unendliche wachsen lässt Setzen wir 

(3) s = f(x) + ^^^r(x) + ^""i^^^' r(x) + ...m mf. 

so ist S dasjenige, was aus S» wird, wenn man n unendlich zunehmen lässt, oder S = Lim Sni demgemäss ist 

dS 
auch der Diflferenzialquotient von S das, was aus —T-i für unendlich werdende n hervorgeht, d. h. 

(kc 

(4) ^ = x«»{3-^^=^l±j^/C-,(.)(,„ = co 

Im Allgemeinen lässt sich^ der rechts verzeichnete Gränzwerth nicht angeben, da er von der Natur der ur- 
sprünglichen Funktion f(x) abhängt, man kann aber doch zwei Fälle unterscheiden: jener Gränzwerth ist entweder 
die Null oder davon verschieden. Geht man> auf den ersten dieser Falle weiter ein, so gestaltet sich^die Sache 
folgendermassen. 

Unter der Bedingung 

Ca — a;)"-* 



">' "» \ i.^°».X~i) f'""'' ! = " 



ist 



^^ =0 



dx 

mithin S selbst eine Constante; ihr Werth bestimmt sich sehr leicht, indem man nur für x eine solche Wahl zu 
treffen braucht; dass die Summe S unabhängig von den vorhergehenden Betracbtungen gefunden werden kann. 
Hierzu eignet sich die Supposilion a; = a, für welche die Gleichung (4) in S^=^f(a) übergeht Wegen der Con- 
stanz von S gilt dieses Resultat nicht mur für a; = ö, sondern überhaupt für alle Xj so lange S keine Unterbrechung 
der Continuität erleidet, i^dem man^ von a; = a aus gerechnet, dem x grössere oder kleinere Werthe giebt. Unter 
dieser Determination ist jetzt vermöge des für S gefundenen Werthes 

(6) fia)=ax)^^^^rix)+ ^'':^f /»(a:)+ ^^"^^^^' r\x) + 

Was nun die Continuität von S betrifft, so entscheidet sich diese aus der Endlichkeit und Stetigkeit des 
Differenzialquotienten von 5, welcher 

1.2.3...(n — 1) ^ 1.^^ »ui ^ 

war; da wir bereits voraussetzten, dass die vorliegende Grösse bei unendlichen n die Null zur Gränze habe, so ist 

dS ' 

damit die Endlichkeit von — — bereits supponirt, es bedarf also nur noch der Continuität des objgen Aus- 

drucks. Diese ist vorhanden, wenn f^^^(x) für belieb% hohe n stetig bleibt, oder wenn sämmtliche Differenzial- 
quotienten rix), P\x)j /'"(a:) . . . w inf. stetige* Funktionen von x sind. Nach diesen Bemerkungen können wir 
folgendes Theorem aussprechen: 

A. Wenn man der Variabelen x nur solche Werthe giebt, für welche bei unendlich wachsenden >i die Be- 
dingung ^ 



^^i i.2%"::^.(«"-;) ^^-^^-^i=° 



erfüllt ist, so gilt die Reihenformel 



/ia)=f(x) + ^^ rix) + -^f^ rix) + -^72^ rcx) + . . . . 
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I 

uttd zw so lange, als sammtlidia Differensialquotiefitea von f(x) stetig bleiben innertialb eioest iln 
Werth a:=:a in sich fassenden IntervaUes. 
Bezeiehnet man die Differenz « •— o; mit A, woraus arssx + h folgt, so hat man weiter den Satzt 

B* Die Reilienentwickelung^sformel 

gilt, wenn erstens die Bedingung 

erfüllt ist wid wenn zweitens sämmtliche Differenzialquotienten der Funktion /(r) stetig bleiben innerhalb 
eines, den Werth z=ssx + h umfassenden Intervalles. 

Dies ist bekanntlieh das Theorem von Taylor; aus ihm ergiebt sieh Mae LaurMs Satz, indem man a; = 
nimmt und nachher x an die Stelle der beliebigen Zahl h treten lässt; demnach lautet dieses Theorems 

O. Wenn man der Variabelen x nur solche Werthe giebt, für welche die Bedingung 

/(•)(0) 



Um 



(1.2.8...(n-l) ^ » ~ " 



erfüllt ist, so gilt die Reihenentwickelung 






und zwar so lange, als sämmtliche Differenzialquotienten stetig bleiben innerhalb eines den Werth x s= 
in sich schliessenden Intervalles. 

» 

Der vorstehende Satz giebt zu erkennen, dass jede Funktion f(x) unter gewissen Bedingungen in eine 

Potenzenreihe ' 

A^ + A\x + A\a^ + A%oi^ + . . . . 

verwandelt werden kann, wobei irgend ein Coeffizient A^ nach der Formel 

^^^ ^- 1.2.4...n 

zu bestimmen ist; wiii man jene Bedingungen hervorbeben, so bedarf es nur der Rücksicht, dass 
♦ /(«) (0) 

1.2.3...(n — 1) ^ 

ist und man hat dann auf der Stelle folgenden Salz: 

D« Wenn die Funktion /(x) so beschaffen ist, dass Ihre sämmtlichen Differenzialquotienten continuirlich 
bleiben innerhalb eines den Werth a; = umfassenden Intervalles, so gilt die Reihenverwandlung 

f{x) = ^ + A\x + At3i^ + Azo^ + 

^ vorausgesetzt, dass noch ausserdem die Bedingung 

Zlw (n^oj»-*) = 
bei unendlich wachsenden n erfüllt ist ' 

Die Bedeutung der beiden Determinationen, wfelche hier hinzugefügt sind, erkläit sich sehr einfach, indem 
man zu berücksichtigen hat, dass erstens die Funktionen in zwei Gruppen gesondert werden müssen, in die Gruppe 
derer, bei welchem eine Reihenverwandlung der obigen Art überhaupt unmöglich Ist und in die Gruppe derer, 
welche eine Verwandlung in Potenzenreihen gestatten; bei der zweiten Art bedarf es nachher noch einer Erörterung, 
für welche Werthe der Variabelen die Reihe gilt. Diese beiden Geschäfte sind es nun, welche von den obigen 
Determinationen übernommen werden; die Bedingung der Continuität voii f^ix)j f^ix) u. s. w. innerhalb eines die 
Null umschliessenden Intervalles scheidet die Funktionen aus, auf welche die ganze Entwickelung nicht passt 



It 

(mie i. B. löff m^ öd Xj ^' tu s* wOt dio ssweite Bddinpmg ^^ (ßA^x^^^)tatO sebeMei (die EcAUuBir der 
ersten Determination vorausgesetzt) die Werthe der Variabelen aus, für die jene Entwiokefamg nkkt äiellr gilt. 
Es waren demnach zwei Bedingungen nottiwendig und sie sind in der Ttiat liinreichend. — Ist dagegen auch 
nur eine von den genannten Bedingungen nicht erfüllt , so finden die Schlüsse dieses Paragraphen nicht mehr statt 
und von den gefundenen Reihenformeln gilt dann auch keine mehr. 

S. 4. 
Anderer Ausdruck der Bedingung: 

Lim (n4,a;"^*) a= 0. 

Es hat in vielen Fällen nicht die mindeste Schwierigkeit, unmittelbar das Intervall zu finden, auf welches x 
beschränkt werden muss\ wenn die Bedingung Lim (ji A^tt^-^^) erfüllt sein soll; für f{x) = /(1 + a;) z. B. ist be- 
kanntlich 

niithin 

und hier ist die fietehnination Lim inÄ^x^^^) = mir d'adurch erfüllbar, dass man x als ächten Bruch 
(1 >> o; ^ ^ 1) nimmt. So leicht aber bietet sich* die fiestunmung des für x noth wendigen Spielraumes nur selten 
dar, im Gegentheile bildet der Coefflzient An oft einen so verwickelten Ausdruck, dass man weitlSufiger Unter- 
suchungen bedarf, um entscheiden zu können, für welche x der Gränzwerth von nAuX^"^ der Null gleich oder 
von ihr verschieden ausfällt Es ist daher wünschenswerth, die Bedingung £im (nAnX^"^) durch eine andere zu 
ersetzen, welche unmittelbar angiebt, wie gross x höclistens genommen werden darf. Zu einer solchen Bestimmung 
gelangt man mittelst des Satzes t 

Wenn irgend eine Funktion ^(n) von n die Eigenschaft besitzt, dass für unendlich wachsende n der 
absolute Werth des Quotienten ^ . . . j. sich elher untör der Einheit liegenden Gränze nähert, wenn also 

ist, so findet auch die Eigenschaft statt: 

Lim i{;(n) SS 

dessen Beweis auf folgenden sehr einfachen Schlüssen beruht. Es sei k der absolute Betrag des Granzwerthes von 
♦(n+1) 



♦ (») 



oder, abgesehen vom Vorzeichen: 

(1) Lim l^It+^ = A und it< 1 



so darf man umgekehrt für irgend ein. endliches n 

(2) *(Ji±lI^ 

setzen, wo 6 eine nicht genauer bekannte Grösse ist, von der man aber Wenigstens weiss, dass sie für unendlich 
wachsende n verschwindet, weil in diesem Falle die Gleichung (2) in ilire Vorgängerin übergehen muss. Da nun 
8 beliebig klein gemacht werden kann, wenn man n hinreichend gross nimmt, so iässt sich letzteres auch so wäh- 
len, dass d^l — i oder X + d^l wird und es auch bleibt« sobald man für n noch grössere Werthe einsetzt. 

2* 



n 

Nennea trir k den jedenfidis 'ganz heaümmun, endlidieD Werth von n, (or .welehen l + i^l. wird, m jst imi^ 

weil i abniouDt, sobald m wiefest 

^(k + 1) 



i>(k + i) 

♦(* + !) 
i>(k + 3) 



= i + *<l 



<1 + « 



<l + » 



i>(k + m — l) 

folglich durch Multiplikation dieser m Ungleichungen * 

i>(k.+ m) 



♦ (* + «.) <i + a 



a + 9y 



i>ik) 
oder l&r k + msssn, woraus ms=sn — k folgt, 

♦ («)< (! + «)—*♦(*) 
d. L 

wobei man nicht zu übersehen hat, dass immer nur die absoluten Werthe der Funktion 4^ in Betracht kommen. 
Lassen wir jetzt n ins Unendliche wachsen und berücksichtigten , dass X -(- ' nach den obigen Bemerkungen ein 
achter Bruch, k dagegen eme constante Zahl ist, so folgt augenblicklich 

Lim np(n) = 0. 
Um nun dieses Theormn auf unseren Fall anzuwenden, braucht man nur ^(n) == nAu^ix^"^ zu setzen; 
es wird, dann Zfiw(n-4i«*'-^) = 0, wenn 

^ ( '" t'2t.ir ) < « 

oder 



Um 



1. A 



(<'+4'^-)<' 



Diese Bedingung reduzirt sich wegen Lim (1-1 ) =s 1 auf 

fi 

X Lim ^%t^ < 1 
-«« 

oder umgekehrt 

(8) X < Lm -^^tl 

A 
wobei es sich immer nur um die absoluten Werthe von x und -^-^ — handelt. ^ 

AnJr\ 

Damit endlich die Resiütate der bisherigen Untersuchung in mögliclist gebrauchfertiger Gestalt beisammen 
stehen, fassen wir dieselben in folgender Regel zusammen: 

Um eine gegebene Funktion f{,x) in eine Potenzenreihe zu verwandeln, untersuche man vorerst, ob es 

ein die Null umfassendes Intervall, etwa a; = --5i bis a; = +{2> gicbt, innerhalb dessen die Funktion 

und ihre ^sämmtlichen Differenzialquotienten stetig bleiben; man bestimme hierauf die Coeffizienten der 

Reihe 

fix) = i^o + A\x + Ätx"^ + Aix^ + . . . . 



ü 



durch die Formeln 

/•(•)(0) 



Ao = f(0) und An = 



\.> ■ " . ' 
und ermittele endlich den Gränzwertji Ij welchem sich der absolute Betrag des Quotienten . 

Au+l 

bei unendlich wachsenden n nähert Die obige Reihen Verwandlung gilt dann für alle x, welche den 

beiden Bedingungen 

-5i < ? < +|j und -X < a? < +A 

gleichzeitig Genüge leisten. 

Nicht überflüssig ist noch folgende Bemerkung: "Wenn eine Reihe convergirt, etwa die Reihe 

Mo + tii +.«j.+ Vi ,+ W4 + 

so ist nach sehr bekannten Lehren der Gränzwerlh' von "^^ niemals grösser als die Einheit; ebenso kann man 

umgekehrt behaupten , dass tur lim ■ ^"^l ^ 1 die fragliche Reihe sicher convergiren wird. Wenden wur diess 

auf die Reihe < 

^0 + Aix + A^x^ + Aix^ + 

an, so convergirt dieselbe- für , ^ 



"•(^=^ei^)<' 



woraus man findet 

*» ' ' ■■ .... 

X <C Um 



An 



• • 



Diess ist aber genau dieselbe Bedingung wie die in (3) verzeichnete und wir können demnach auch sagen, 

* « 

dass das Theorem von Mac Lawine richtig angewendet, jederzeit eine convergente Reihe liefert. 

$.5. 
Die unendlichen Reihen für Potenz ^ Logarithmus und Exponenzialgrösse. 

1. Nehmen wir f(x) = (1 + x^^^ so ist nach den Prmzipien der Differenzialrechnung 

/i(a;) = fi(l + a?/-S /«(a;) = fi(fi-l) (1 + :*:/"% /»°(a:) = fi(ft-l) (^-2) (l + o;)'»-« u. s. w. 

Alle diese Funktionen bleiben continuiiiich innerhalb eines die NuU umschliessenden Mervalles, nämlich für 
alle aj, welche zwischen —1 und +<d liegen. Den Fall*fi=s— 1 oder f4<— 1 dagegen mus^ man ^aus- 
schliessen, denn sobald n^fi geworden ist hat man 



/•(■)(a:) = fi(f»~l) (^-2) . . . (fi -»-!) (l + a;y*-» 



_ ft(fi- 1) »-2) . , . , (^ ~ n~ 1) 

(l + ä)"-'* 

und hier erleidet /^"^a?) eine Unterbrechung der Continüität, sobald x durch —1, also 1 + a; durch Null hin^ 
durchgeht. Als erste Bedingung der Reihenentwickelung haben wir also 

(1) -l<a:< + GO 

Die Coeffizienten A%, Ai, A^ u. s. w. bestimmen sich nach den Formeln 

Ao = /(O) = 1 

Ai=: £1(^ = JL 



'*■ ~ T72 1.2 

"*• ~ 1.2.S ~ 17275 



U. 8. W. 

und mithin ist jetzt 



Um noch die Gränzen für x zu bestimmen, dividiren wir die Gleichung 



1 4 2 • 3 • • • »T» 



durch die ihr analog gebildete 






"+* ~ 1.2-3.. .n(n + i) 

Diess giebt nach gehöriger Hebung 

^«+1 ^ + 1 1 , 1 + f* 
— :j — = rrr = — * t t- 

Für unendlich wachsende n ist der Gränzwerth hiervon —1 und der absolute Werth desselben die Einheit; 
• es muss also x seinem absoluten Werthe nach weniger als die Einheit betragen, wodurch sich die frühere Be- 
dingung auf 

reduzirt. Nur in einem Falle ist die Beschi'änkung ünnöthig, wenti nämlich f* eine g:anze {>ositive Zahl bedeutet 
und dadurch die Binomialreihe endlich wird. 

n. Verstehen wir unter 1(1 + x) den natürlichen Logarithmus von 1 + o:, so ist bekanntlich 



/<*>(«) 



- ^ '-^ (1 + X)* 



vnd diese Funktionen bleiben sammt und sonders contintdrlidi zwischen den Grfinzen —1 ttod -^co. Ferner wird 

A. = m = o, ^, = £(2- =4-, A,=.^<^ » 



1 ' ^^"' 1.2 ~- 2 ' 



• ■ . 



j — /'" '(O) _ (-1)"-' 
"~ "1.2...« — « 

und demnach gestaltet sich die Entwickelung von lil + x) folgendennassen 

« 
(3) /(l + X) = -y-X - -§-«• + -J-«» 1-«* +.'... 

^ I I 1 

Der absolute Betrag des Quotienten An ' -^«4.1 ist hier — '^ — = 1 + — , der Gränzwerth davon die 

n fi I 

Einheit, und es gilt daher die Gleichung (S) unter det Bedingung, dass x zwischen —1 und +1 enthalten ist. 

\ 

111. Die Supposition fix) = e' bildet das einfachste Beispiel für die Anwendung des Theoremes von Mac 
Laurin; man hat nämlich 

- r(x) = r'ix) = f^(x) = e' 



/ 

I 



u 

mithin 

/«(O) = /"(O) = /^(O) . . . . = 1 

So gelangt man auf der Stelle zu der Reihe 

(4) ^* = 1 + ^^ + ^jL— + -j-gTj- + 1.2.8.4 "•" 



in welcher der Quotient zweier aufeinanderfoJgeiideD Coeffizlenten 

# 

1 

Au^i 1.2.8...» 

-ÄT'^ i ="'+^ 

1.2.S...n(ii + l) 

und mithin der Gränrwerth hiervon unencöich ist. Da nun ausserdem die Funktionen fCx) = f^{x) = /"(o;) . . . 
= e* fOr alle x continuirlich bleiben, so folg;! hieraus, dass die Gleichung (4) ohne alle Einschränkung gilt. 

%. 6. 
Goniometrlsche nnd cyklometrische Reihen. 

Auf ähnliche Weise , wie vorhin e* in eine Qeibe entwickelt wurde , lassen sich auch cos x und sin o^ in 
Reihen auflösen; wir ziehen es indessen vor, ein paar allg^emeinere Fimktionen zu behandeln , um zu zeigen , dass 
der in $• 4 aufgestellte Satz auch dann noch brauchbar ist, wenn man die höheren Differenzialquotienten von fijc) 
nichV in einer independenten Formel darstellen kann. 

L Es sei f(x) = sin (ii Aresin x)j die Aufgabe mithin die, den Sinus des fi fachen Bogens zu finden, 
wenn der Sinus x des einfachen Bogens gegeben ist Aus der Gleichung 

(1) f(x) = sin i^ Aresin x) 

folgt nun zunächst durch Differenziation 

^, _ (i cos (ik Jresin x) 

oder nach Wegschaflüng des Divisors Vi — o;^ 

Vi — x^ f^OxO =5= 1» cos (fi Aresin x) 

Die nochmalige Differenziation dieser Gleichung giebt, indem map linker Hand die bekannte Regel für die 
Differenziation des Produktes anwendet: 

vr^ rix) - ^.^ ^ rcx) = - »' «« o* atcs^ ^^ 

Kl — o;« Vh—x^ 



oder nach Multiplikation mit Fl— o:* 

(1 — x^ PKx) — X f\x) = -^ fifl sin (fi Aresin x) 
wobei man statt der rechten Seite —yL^fix) setzen kann. Die nunmehrige Gleichung 

wollen wir nmai differenziren, wobei der bekannte, für mehrmalige Differenziationen geltende Satz 

~d^ ^d^ ■'■'** dJ • dx^-^ + "*" "5^ • d^F^ + 

angewendet wird. Es ergiebt sich so 



. • 



(1 — a:*)/'<»+2)(a;) — m . 2a;/(»+»)(a;) — nj . 2 . 1 /(»)(«) 

oder, indem man für ni und n^ ihre Werthe n und -^n (n ~ 1) setzt, die ^gleichartigen Grössen vereinigt und 
auf /(«+*) (a:) reduzirt: 

(3) /•(«+«)(a:) = (2n + l) ^^^^"J^'^f^ + (n»-ft^ f^^^^> 

Diese Gleichung kann dazu dienen, um aus f^^^x) = f(x) und /*(a;), die durch die Formeln (1) und (2) 
bekannt sind, der Reihe nach /"(x), /""'(x), f^ix) u, s. w. zu entwickieln, indem man n = 0, 1, 2, 3 . . . 
setzt; diess würde aber eine imistandliche Substitution erfordern, .die für unsern Zweck nicht nöthig ist. Dagegen 
giebt aber die Gleichung (3) Auskmift über die Continuität der sämmtlichen DifTerenzialquotienten von /(a;); sind 
nämlich /^">(cr:) und /<"+^)(a:) cojitinuirlich und endlich, so bleiben auch die Ausdrücke 

(2n + l) -4 -^ und (n« — fi«) -{ — ^ 

1 — X* :. 1 — X^ 

stetige und endlich, vorausgesetzt, dass der absolute Werth von x die Einlieit nicht überschreitet; dasselbe gilt von 
der Summe der vorliegenden Ausdrücke nämlich von /'<"+^Ka;), und man kann daher sagen, wenn f^^^x) und 
/'("+i)(a;) zwischen den Gränzen —1 und +1 endlich und stetig bleiben, so ist auch /'<"+2)(a;) innerhalb dieses 
Intervalles endlich und conlinuirlich. Nun sind aber, wie die Gleichungen (1) imd (2) leliren, /(x) und f^(x) für 
1 > a; > — 1 endlich und stetig, folglich müssen es nunmehr auch f^(x), /"'(a;) u. s. w. d. h. alle Differenzial- 
quotienten sein; das Theorem von Mac Laurin ist also anwendbar, weil die Null zwischen — 1 und + 1 liegt. 
Um jetzt A0)> /"'(O)» /^(O) m. s. w. zu bestimmen, setzen wir in (8) x = 0, es wird dann: 

/•(» + ») (0) = («2 — (»») /•(») (0) 

mithin weU /"«»(O) = und /'(O) = ^, 

/•(O) = 0, r(fi) = fi 

/"(O) =0, /«"(O) =a«-p«)/'(0) =(1«-^«)^ 

/•«v(0) = , r(0) = (3* ->«) /"'(O) = (3« - ^«) (12 - ^«),^ 

/^(O) = , /'«(O) = (5» - M») r(0) = (5« - 1««) (3» - ^«) (1« - ^«)p 
u s. w. u. s. w. 

Nach diesen Bestimmungen hat man jetzt die Keihenformel ' 



X» + 



1.2.3.4.5.6.7 

von der wir bis jetzt wissen, dass sie ausserhalb des Intervalles —1 bis +1 nicht gilt. Ob sie auch für alle 
Werthe innerhalb desselben richtig bleibt, entscheidet sich durch den Quotienten zweier auf einander folgender 
Glieder; derselbe ist 

^«ic- (n + l)(n + 2) 

I 

und da der Gränzwerlh desselben weniger als die Einheit betragen soll, so folgt a;^ < 1 oder 1 > :c > — 1, 
so dass also die Reihe (4) in der That für alle acht gebrochenen x gilt. Sie gilt übrigens auch für a: = + 1, 
weil sie m diesem Falle noch convergirf^. Wir haben denuiach 



^) Man sehe des Verfassers „Handbach der algebraischen Analysis 8. 131/' 
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p (P« - 1») 0»» - 8«) 0»« - 5«) 



1.2.8.4.5.6.7 

1 ^ « > -1. 

Gewöhnlich stellt man -diese Formel in einer etwas anderen Gestalt dar, indem man Atctin x sa z WUt, 
wo nun, der Definition von Arctin x zufolge, z der spitze Bogen ist, welcher x zum Sinus bat| die GIdeh«ig<S| 
lautet dann« 

(6) m^z _ ^«nz 1.4.8 ««'^ + — 1T2T8TST3 **^ 



1.2.8.4.5.6.7 :"'^* + 



-5-« ^ ^ ^ ~T* 

Durch Differenziation in Bezug auf z erhfilt man noch 

l - '^^ g sinU + 1 2 8 4 ***** 

(M»-l')(|i^-3«)(^»-5») . » 

1.2.8.4.5.6 r-tmz + . ....^ 

Ist I» eine ganze ungerade Zahl, so werden die Reihen endlich und gelten dann fOr jedes beliebige z der 
linken iSeite gleich, wie man leicht aus der Bemerkung schliessen wird, dass die Periodizität der FonfcliOQMi-rechter 
und linker Hand dieselbe ist. 

» 

n. Dieselben Betrachtungen sind fast wörtlich auf die Funktion . 

f(x) == cos (juk Arcsm X) 
anwendbar; man findet nämlich 

fUx) = ft sm (fi Aresin x) 



VT 



X 



oder nach Wegschaffung des Divisors: 

Vi — x^f^ix) = — (i sin (^ Arcsin X) 
Die nochmalige Differenziation dieser Gleichung giebt 

rr=r^2 flirre) - ^ ^'f-> = t^^ cos Cii Jrcsin X) 

d* i. 

(1 — x^f^ix) — a: /'(a:) 5S — f»« cos (ft Aresin x) 

wo nun die rechte Seite = — n^^fQc) ist; man hat daher, ganz wie früher 

(1 - ar«)/«(ar) = xPix) — f^f(x) 

und mittun ergiebt sich durch n malige Differenziation die Gleichung 
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Dieselbe ist. ihret äussenen Form nach völlig einierlei mil der unter (3) verzeichneten Beziehung^ nur bedeutet 
fix) jetzt eine andere Funkti4>n als früher. Die Folgerangen bleiben aber dieselben und wir scliliessen wie vorhin, 
dass aus der Continuität von /<"K«) und f<*^^Hx) öß Continuität von f^*+^>(x) hervorgeht; da nun f(äi) und 
/'(x) innerhalb des Iritöfvälles —1 bis •^i..<m^cln und stetig bleiben, so müssen jetzt sämmlliche DifTerenzial- 
qaotienten von fix) dieselbe Eigenschaft besitzen. . — Für 4; =7 ist weiter 

/•(«+« (0) = (n« -(»»)/'(•) (0> 

nd bierbei .kat mvm tu bdachten, d«M /(O) srs 1 und /'(O) => ist; demgemäss findet «an 

AO) = 1 

r\0) = 0, Z'^O) = (2»-|»»)/'«(0) .= -(2«-p«) ^« 
••/'(O) =0, r"(0) ==,(4»-^^/'»'((J) = -(4»-^9)(2«-pa) ^» 

U. S. W. U. 8. W. 

und nach diesen Bestimmungen gilt die Fonnel: 

(8) m0.^c«««) = l-^a:» - V2.3.4 ^* - 1.2.8.4.5.6 ^' 

und zwar nicht ausserhalb der Grdneen -~rl und +1. Auf gleiche Weise wie vorhin wird man sich leicht über- 
seugen, dass die obige Gleichung in der That für alle zwischen —1 und +1 liegende x^ ja sogar noch für 
« =s + 1 richtig Ueibt. Es ist daher: 

Sehretbt man 2 für An^hi Xy also st» x für Xj so ist 
(10) cosfiz = 1 — 



1.2 


sin^z 


+ 


1 


.2.8 


2» 
.4 


>, 


in 




1 
2 


n 


^ 


zk. 


— 


1 

2 


n 



iToraus man durch Differenziation in Beziehung auf z noeh die folgende Fonnel erhält 

(11) ««pz = cosz{j.sinz - '^j^'a^r '^'^+ '*^'* iT/.I! 4 ."& ^'^ ***'^ " -f 

* -. -^ * 

Ist fft eine gerade Zahl, so gelten die Formeln (10) und (11) für jedes jzr, wie man leicht einsehen wird.^ 

$. 7. 
Speuaüsifimy der Foniieln dea vorigen PiiregFapben. 

Die unter (6)1 (7), (10) und (11) entwiekettea Formeln des vorigen Paragraphen entlialten zwei Girtesen 
fi und Zf von denen die erste völlig, die zweite wenigstens innerhalb des Intervalles —1 bis 4-I wUlkührlich an- 
genommen werden darf. Variirt man die eine oder andere jener Zahlen, so ergeben sich auf der Stelle neue 
Formeln. 

I. Es sei «z = « mithin « =3 -^, so gestalten sich die Gleichungen (ft) und (10) wie folgt: 

z 
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,«„ = __ i.j.a (— j + 1.^.3.4.5 — ^(— ; ^ • • • • 

««« = 1 - J^(_) + i.2.a.4 (— ; 1.8.3.4.5.0 (— ) + • • • • 

Lassen wir z in Null überg:ehen und berücksichtigen , dass in diesem Fidle der fJ*uoUclit -^ — rar EinhdL 

z 

^irirdy so folgt auf der Stelle 

(1) ztnu =5 -= 



1 1.2.S ^ 1.2.3. 4. 5 



M« W* M« 



(2) CO.U ^1-^^-^ 1.^.5.4 " TTITTe 



• • . • 



Dasselbe Resultat wurde man aus den Gleichungen (11) und (7) erhalten , wenn man in diesen f» ss — -« 
nähme und nachher z in Null übergehen Hesse. 

Aus den für m ti und cos u gefundenen Reihen lassen sich sehr einfach auch die Reihen für sec fi, ftm «; 
€Osec u und cot u ableiten , wie man in des Verfassers Handbuche der algebraischen Analysis (Cap. XI.) nach^ 
sehen kann. 

n. Eige zweite VmwanAuns der im vorigen Paragraphen entwickelten Fon^eln bestebt darin , ^dass man die 
wiUkührliche £alil ft in Null übergehen lässt. 

Die FonneL (7) giebi für diesen Werth von fi 

1 z=: cos z ^ 1 + Y^^^^ + 2 4 ^^^^ + 2 4 6 ^^*^ "^ } 

1 ^ ^ 1 

ein Resultat y welches in so fem von keiner besonderen Wichtigkeit ist, als man es unmittelbar aus der Gleichung^ 

1 1 1 ^ ^ 1 

1 = cos z . - , „>^>«._» 

Yi—sm^z ^ * 

erhalten kann, wenn man das. Binomialtheorem auf den zweiten Faklor rechte ftand sswendeU 
Geben wir femer der Gleichung (6) im vorigen Paragraphen die Form 

smaz stnz (i»« — 1») sm^z ^ (f»» — 1^0* — 3«) ün^z 
(»1 l.a ^^^ 1.2.3.4 F^ 

und lassen hier fi in Null übergdien, so folgt auf der Stelle 

- . sm z 1 sin*z 1.3 tiH*z 1.3.5 g6t*z 

(3) z _ — j— + 2 ~"d~+ 2.4 — T""*" 2.4.6 ~T~ + 

» 

* ^ ^ 1 

Diese Formel dient zur Bestimmung: de» Bogens, v/en% der Sinus desselben g^egeboi ist; man stellt sie daber 
auch unter folgender Form dar 

(4) Arcsm «—1+2 3+2.4 5+ 2.4.6 7 + 

I^x^ -1 

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen schreiben wir in folgender Gestalt 



• • 



• • • 



si^ g^z i »^ 2^ C»^ S^ fu^ 4^) 

. . • ■ ■ ^ ^=z cos z ] sinz — a ^ — sin^z + -^ — ^ • T ^ ^ «»*^ 

2.*..4.i.6.r — ''*^"*" — 1 



«nd lassen darauf p in Null übergehen; es folgt so: 

(5) z = cosz i sinz + -=• «in'z + g' , sin^z + ^' ',» ^^z -f- • • • • | 

«der, ireim man cot z obd <ät z dtorch tän z ausdrückt 

<■«% — <g» 3r - ( , , 2 ton'z &.4 / to«»z V 2.4.6 / ftm'z y i 

'^^ * ~~ 1 + Am>z ( * + T lH-ftm'2 +3.5 Vi + tett»z7 + TTsTT" \ 1 + ftm»z / + • * • f 

mittelst welcher Formel sich der zu jeder beliebigen Tangente gehörende spitze Bogen finden lisst Für tan z = x- 
Ist demnach' z ^ detail x mithin für jedes endliche x 

}v^ j^ * ii ^ 2 «' j 2.4/ X* V. 2.4.6/ «» v« , » 

4 

Biese Fonnel kann zur Berechnung der XtMfo(pA*schen Zahl mit Nutzen verwendet werden; aus den 
deichungen 

-T- sss Arctan 1 

4 

« 11 

-j- = Arctan -^ + ArcUm -s- 

— = 5 Arctan -jy- + i Arctan -m^ 

ihidet man auf diese Weise 

» If, 2 1 . 2.4 /IV. 2.4.6 /1\« ^ j 

T^'Tr +TT + T75"VT/ + a.ö.tVT^ + I 

ferner 

% 4/ 2 2 2.4/2\' 2.4.6/2 \' ) 

T = TÖ" I ^ + T lö + ITFl'iö) + fTsTTVlöl + i 

M '114.2 1 2.4/1 y 2.4.6 /1 Y > ; 

endlich die sehr bequeme Formel: • 

— lÜ'«^^ 8 100 +175rVlÖffy + S.5.7V100/ + f 

■ 7584 ^. . 2 144 2.4 / 144 V , | 

■*■ TSÖÖÖÖ I ■*" T 100000 "'" 3.5 V 100000/ ^ > 

fie, 'wie es scheint, noch nicht bemerkt worden ist 

Zieht man beide Seiten der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen von der Einheit ab, setzt linker Hand 
ism^^f^z an die Stelle von l — cos ^z und dividirt endlich durchgängig mit i*», so wird 
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\ f» J "~ 2 2.8 4 ■•" 9.S.4.5 <r" 

»« — 2«)(^« — 4»)(^«— 6«). «A«^ . 

i.d.4.5.«.f r~ "•' — 

md Uerans fo^ indem man (t zur NuO 'werden Iflsst: 

• rf- 1 , sin^z , 2 ««»«z . 2.4 sin'z , 2.4.6 *öi«z . 

(8) ^z =; -g_ + -j. __-+ .^-g. _g_ + -j—-^ ___ + .. . 

oder für «m z = « und z = Jrcsin x , 

Diess ist die von StamviOe ge{;eben& Reihe für das Quadrat des Bozens, aus^drBckt durch sdnen Sinus ^ 

J. 8. 
Die Reste der Reihen von Taylor und Mac Lamm 

Will man sich der Integralrechnung bedienen, so ist die Aufgabe, welche zu Anfange des $. S gesteUl 
vurde, ohne weitere Rücksichten lösbar; aus der Gleichung 



folgte nämlich durch Differenziation 



rw(x) 



dx 1.2. ..(n — 1) 

mithin umgekehrt durch Integration 



*) Bin« anderweit« Anweadmig der GieicbiiBg (10) des Torifen Paragraphen lat folgende, bei der wir «na der IntegmlrMif 
nang bedienen. Man mnltiplisire die genannte Glwcbnng mit das^ iategrire darauf iwlachen den Granien s = bia s ns 4* ^^ 
Wridcdditige die Fomela 

- tinltt« , f . o« , 1.3.5. .. (2« — 1) s 



/ 



CM 



man erlialt dann sofort: 






«der lir |iss31, wo 2 ebenso wiükfibrlich wie früher fi ist|' 



«ml« s«|_ü l«(l« — at) a«(l* — i«){5« — i«) 



indem man die Glieder der Reibe dmrch gewohnliche Addition Toreiniiit 

9inXM _ (!« — X«)(a«— 1»)(8» — a«) . . . . 

In i* ; ü* . 5^ . . . . 

JKese Ableitong des anendlichen Produktes Inr den glnus eines beliebigen Bogens durfte sich durch ihre Kurse sehr empfehlen» 
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Um die Constante de^ Integration zu bestimmen setzen wir in der nunmehrigen Gleiditmg 

' - 

zuerst x^Xy dann.o;:^« und subtraluren die zweite Gleichung: von der ersten; es ergiebt sich auf diese Weise 

mit Rücksicht auf den BegrifT des bestimmten Integrales 



= Ax) + ^rm + ^^ri-) + ■■■+ i.1~.t-i) ^-'-'^»>-»''> 

oder auch indeAi man /(«) transponirt und linker Hand die IiUegrationsgränzen vertauscht 

womit die Summe der fraglichen Reihe auf alle Fälle bestimmt ist. Brauchen wir, um Verwechselung zu verhüten» 
unter dem Jntegtalzeiehen einen anderen Bu^chslaben für Xj etwa y» so ist auch 

4 

Ffir a — « == A, also a = x + A, ergiebt sieh hieraus 

(8) fix) + y /••(«) + -XT /"'(«) + • . • + i.2.^.'ö!-t) ^^""'*^*^ 

= /(x + A) - 17 2. ..V-1) /y-f A~y)-V<->(y)rfy 

I 

und durch Emführungr äner neuen Variabelen z^ welche mit der bisherigen Ver&nd«rUchen durch die Gleichung 
y = ar+z, also^y = rfz verbunden ist, entspringt die wichtige*) Formel: 

(4) ' fix) + A/.(x) + ^/"(x) + . . . + y^^-*r!_j_^(.-i,cx) 

Miuunt man in dieser Gleichung a;=:0 und schreibt nachher x für A, so wird aus 

(5) /-CO) + — |— «+ 12» + . . . i- i2...in-l) * 

= ^^^> - 1.2.. .\« - 1) r^^ - ">-' ^"'^'^^' 



*) Ffir die Entwickelang endlicher Inte^prale ist die obige Form de« Taylor'schen Satzes sehr brauchbar; man sehe hieriSber 
def ¥erfaM«m ,,Tbeorie der Differenzeo and Summen, Halle 1848,^' $$. II, 13, 13, 14, Id. 
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und aus (8) erhält man dasselbe, weO es in einem bestimmten Integrale gleichgültig ist, mit welchem Buchstaben 
die Väriabele dar Integration bezeichnet wird. 

In den Formeln (4) und (5) liegt die sogenannte Restbestimmung der Reihen von Ttq/lor und Mac Laurin; 
setzt man nämlich 

(«) fix + A) = fix) + y A^) + l^/^'(^) + • • • + i.2.^!o»~-i) ^^'"^^^^^ + ^• 

80 kann gefragt werden , wie gross der Rest It» genommen werden müsse/ damit er die schon bestimmte Reihe 
m f(x + h) ergänze; aus der Vergleichung mit (4) folgt nun auf der Stelle für Bn der Werth 



(7) 



^- = 1.2..'(n-l) jr<"--)""^^"^^" + ->^- 



Setzt man auf gleiche Weise 
(8) fix) = AO) + 
so giebt die Vergleichung mit (5) 



— i — i .2 + • • • + 



/(»-!) (0) 



1 . 2 . . . (n — 1) 



•X 



•-1 



+ Ä. 



(9) 



^- = |..^...'»~l/ /'<^-">-'^-><^)^^ 



md mit der von Lagrange auf weil längerem Wege entwickelten Formel» 
Aus den hier gegebeneu Restbestimmungen lassen sich ohne Mühe auch die Restformeln Cauehy's aUeileii^ 
indem man nur den bekannten Satz anzuwenden braucht, dass iouner 



/ 



Fiz)dz = cFilc) 



ist, worin 1 eineiv positiven ächten Bruch bezeichnet und F^z) innerhalb der Gränzen bis e endlich und stetig 
bleibt "0$ man hat dann sofort für die Jay/or*sche Reihe 

(1— 1)»-'Ä- 



Bn = 



1 . 2 . S . . . (n — 1) 



/<»)(a: + lA) 



imd für die Reihe von Mac laurm 



£n 



(1— l)"-»a;" 



/W(ia^) 



1.2.3. ..(n—1) 
wobei die Contmuität von /<*^(jr) innerhalb der betreffenden Gränzen vorausgesetzt wird. 



^ Das genannte Integral bedentet namlicb geometrisch die ebene Fliehe, welche nber der Abscisse e steht und oberhalb 
dnrch die Cnrfe der Gleichong ]fs=F(s) begranst wird. Dieae Flache kann man sich als Rechteck denken , welches c inr Basis 
■sd eine mittlere Ordinate i}sssF(£) aar Hohe hat; da aber £ swischen und e liegt, so darf man |ssZe setaen, wobei l einen 
peahiTen achten Bmch beieichnet, dessen Werth nicht naher bestimmbar ist; man hat aanH ür jene Flicl» 4en büuüt o^sc eFfft^ 
wie im Texte behaaptet warde* 



Die periodisdie& ReÜMüi vob Lagrange vai Fmirier. 



Vorbereitende Sstse. 

Es bezeichne 5« die Soinme der aus n Gliedern bestehenden Reihe 

(1) z sin m + ir*5m2a + jr'm 3« + «*••• -f ^*^ n« 

in welcher z und a völlig willkührlTche Grossen bedeuten mögen» and es sei die Aufgabe gestellt, den nodi n- 

bekannten Betrag jener Summe zu ermitteln. — Man gelangt hierzu sehr leicht, wenn man sowohl 5« als die Reihe 

mit dem Ausdrucke 

1 ^ iz cos u + z^ 

multiplizirt und dabei jedes Produkt von der Form 2cosu ^m« in m(m — 1)« + smCm+l)u umwandeb; diess 

giebt 

(l'-izcasa + z^Sn 

= z sin m — z*«m2« + z^ sin a 

+ z^sin2a — z^ sinu ^ z^ sin 5m + z^ sin 2a 

+ z^ sin 3a ^ z^ sin im — z* sin Aa + z^ sin ia 

+ z^ sin Am — z^ sin Sm — z^ sin 5m +z^sinAm 



+ z^sinnm — z*+^sin(n — l)a — z«+»s*i(ii + l)« + z'+^mpim 

Hebt man so weit als möglich die Glieder der ersten Vertikalcolonne gegen die der dritten und ebenso die 
Cäieder der zweiten Colonne gegen die der vierten , so bleibt 

(l—2z€0Sm+ z^Sn 
^rs z sina ^ :r«+" sin(n + l)a + z«+««i na 
und hieraus ergidi^t sich der Werth von Smy nämUch 

„ zsinm , z»+«<wi n« — z»+"m (» + I)« 

^« = T a ■ -o + 



l — iz cos a + z^ l ^ iz cos m + z^ 

Die Vergleichung dieses Werthes mit der ursprunglichen Bedeutung von £« liefert nach beiderseitiger Divi- 

sion mit z die Formel 

sin m + z sm2m + z^ sin 5m + . , . . + z*+> sin nm 

sin m , z^'^^sin nm — z««ii(ji + l)« 

+ 



1 — 2z cos m + z^ ^ 1 — 2z cos m + z^ 

Usst man —z an die Stelle von z treten, so ist auch 
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(1) sma — z sni2a + z^ sinSa — + (— l)*-iz"->5Äin« 

_. sin tt l'iB+i ^'"^''^^'^ ^« + z*sin(n + 1)« 

und diese Formel bildet nun den Ausgangspunkt einer iTveiteren Untersuchung. 

Die Gleichung (1) multipliziren wir mit dz und integriren darauf zwischen den Gränzen z^O bis ;r = l; 
mit Rücksicht auf die Formel 



/ 



• 1 

z" dz = 



«+l 



ergiebt sich dann, wenn linker Hand die Integration ausgeführt, rechter Hand vorläufig angedeutet wird: 

11 1 f l)«-! 

•j-^öi a — -^ m 2« + -g- ^ 8« — • • • + -^^ sin na 

= sin « f——lL—— + (-l).+t,«. „„ / •' /""'^^^ , 
J l + 2z co$ a + z^ * ^ \ y 1 + 2z CO« a + z^ 



1 

z^dz 



+ (-1).+. ^(» + i)« /i + ^IJ, ^ ,, 



Das zweite und dritte Integral auf der rechten Seite stehen unter der gemeinschaftlichen Form 

1 



/2r** dz 



\z cosa + z^ 



wobei wir /„ zur Abkürzung benutzen , und es ist nach dieser Bezeichnungsweise 

11 1 r— 1^*-^ 

(S) ym« — -^«112« + -j-m8a — ..• + ^ ■ sin na 

= '^' fl + izl^a + z^ + (-!)•+« /.+i**»n. + (-l)-+»/.m(«+l)« 



Der Werth des ersten Integrales kann unmittelbar angegeben werden; man hat nämlich bei unbestimmter 

Integration 

/dz j . z sin a . ^ ^ 

l + zz cos tt + z^ 1 + z cos a 

mithin durch Einführung der Gränzen z=i und zsssO 

dz , . sin a 



/dz Ä * ^^ 

1 -t- 2z CO« tt + z> 1 + CO« « 



oder, weil tm a^^^ %sin-^a cos-^a und 1 + co« « = 2005^-^«, 

(4) sin a I j ■ ^ ^ r — s- «= JrctanCUm-^a) 

J 1 + 2z cos a + z^ 2 

Hier bedarf es zunächst einer Erinnerung an die Definition des Zeichens Arf^Um i; man versteht darunter 
Cwenigstens' seil Cauchy) den Bogen des ersten Quadranten, welcher die Zahl t zur Tangente hat imd zwar ist 
Arclan t positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem / positiv oder negativ ist. Daraus folgt sogleich, dass für 
einen spitzen Bogen § die Gleichung Arctan (tan ^ = ß stattfindet, dass dieselbe aber nicht mehr gilt, wenn |l 

4 
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den ersten Quadranten übersohreitet} so hat man %. Q. Arctan (jkm(p --- yjl) s=; Arctani — tany) = -^Arcianijtany) 
=s — y und diess ist nicht einerlei mit ^ — y, für den dritten Quadranten wäre Arctan (tan (n + J)) 
= Arctan (tan d) = d u. 5. w., wie sich auch rein 'geometrisch sehr leicht nachweifen lässt. Wollen wir nun 

die Formel 

1 1 

Arctan (tan /J) = /3, -^n > /S > ""Y^ 

für die Gleichung (4) benutzen, so müssen wir die DetSrmination -3-»> -5-« > —ir'^» ^•^* *> "> ~^ 
ZU Grunde logen und haben dann 

I 1 + 2z cos a + z^ 2 ^ ^ 

mithin durch Substitution in die Formel (3) 

11 1 (—1)"-* 

(5) -r-sin a — srsbi 2« +-^sm3a .— ••. +— sin n^i 

i s o n 

I 

= Y« +(-l)"+*^n+i5mn« +(-l)»+*/n«»i(n+l)«; « > a > -TT 

Was nun die noch übrigen Integrale /« und /«+i anbelangt, so würde die Ermittelung ihrer genauen 
Werthe auf ziemlich complicirte Formeln führen; dagegen lässt sich der Betrag eines jeden derselben leicht zwi- 
schen zwei Grunzen fassen und zwar auf folgende Weise. Wenn in deAi Bruche 

... 1 

^^ 1 + 2z cos a + z» 

die Variabele z das Intervall bis 1 durchläuft, so bleibt der Nenner immer positiv, weil er als die Summe der 

beiden Quadrate (1 + r cos «)• und (z sm «)• angesehen werden kani; auch geht der Nenner nicht in 'Null über, 

so lange cos a nicht = — 1 ist Im letzteren Falle nämlich wijrde der obige Bruch 

l_ _ l 

1^2z + z^ ~ (1 — z)« 

annehmen und der Nenner in dem Augenblicke zu Null werden, wo z die obere Gränze r 7= 1 erreicht. Schliessen 
wir die Möglichkeit, dass cos a = — l werde, dadurch aus, dass wir a zwischen — « und +» annelmien 
(n > a > — »), so folgt jetzt, dass der unter (6) bezeichnete Bruch positiv und endlich bleibt, wenn z das 
Intervall bis 1 durchläuft. Der absolut grösste Werlh, welchen der Bruch während dieses Intervalles erhält, 
hoisse A^ der absolut kleinste J?, so sind jetzt A und B nothwendig endliche positive Grössen. Multipliziren wir 
die nxmmehrige Unigleichung 

^> l + iz cos a + z^ >^ 
mit z^dz und integriren zwischen den Gränzen 5r = bis z = l, so ist weiter 

A ^ r z'^dz 



A r z^az jf 

m + l ^ J l + 2z cos u + z^ ^ m + 1 



d. I. unter Rücksicht auf die Gleichimg (2) 

B 



>Jm> 



m + l ^" ^ m + 1 

Diese Beaiehung lässt erkennen, dass /» bei onendUch wachsenden m der NuU nätier und näher konunt, 
weil A und B endliche von m uiiabhäagjge Grtesen sind; dagegen .wurde dieser Schluss unnilissi^ sein, 
CM a =s ^1 werden kannte, w^eil dann A selbst imcaadlich wäre; wir haben demnach 

Lim Im = 0, wenn « > o > — ». 



2T 

Diese Eigenschaft des Integrales Jm gestattet eine Umwandlung der Gleichting (5); lässt man nämlich die 
dort vorkommende Zahl n ins Unendliche wachsen, und berücksichtigt, dass die Grössen $fnna und sin(n + l)a 
die Gränzen —1 und +1 nicht überschreiten können, so folgt 

111 1 * 

(7) Y^öta —-^^fn 2a + -j-5m 8a — =^"2"" 



» j> « j> — ff 



wo nun die linker Hand verzeichnete Reihe eine unendliche ist. Dass sie in der That für solche a, die nicht 
zwischen x und — « liegen, der rechten Seite gleichzugelten aufhört, erkennt man leicht a posteriori, obschon es 

1 3 1 

aus der vorigen Herleitung a priori klar sein muss; für a; = w z. B. erhielte man = ^», füra: = -7r», — -n 

3 I 2 2 4 

e= -j-ff u. s. w. 

Nehmen wir in der Gleichung (7) a = ji — /?, wo nun »>« — ß>— »d. h. ß > und ß < 2n 
sein muss, so folgt 

(8) yÄmjS + i-5m2j3 + i-m S/J +.... = -ic^ - /S) 

2ä>^>0. 

Schreibt man in (7) einfach ß für a und vereinigt die so entstehende Gleiclmng 

(9) ^«njS -^m2j8 + ^^n 3/J — . ... = i-jS 

» > /J > — « 

mit der unter (8) verzeichneten, so gilt die ne(ie Formel nur für soicte ^, inrdcheden Bedingungen 2» >> /? ^ 
imd « > ß > — JT gleichzeitig genügen» d. h. für « > jj > O5 man erhält so als halbe Summe der Gleichungen 
(8) und (9) . . , 

(10) Y^^ +-g-*'«8/* +^sin&ß +*.. = -J-Ä 

Für ß = Y^ ^' ^' S'^^^^ ^^^ ^ bekannte ZeibtMz'sdhe Reibe, für ß =^7s findet sich das nicht un- 
interessante Resultat: 

*+l-^ i + l+i' -^«ra 

wobei linker Hand das Vorzeichen, von einem Gliederpaare zum anderen wechselt. 

' S. 10. 

f 

Fortsetzung. 

Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen' hat es nicht die mindeste. Schwierigkeit, die Summen solcher 
Reihen zu finden, deren allgemeines Glied unter der Fo^ 



v/' 




enthalten ist, worin tp{f) eine beliebige von /asO bis «/aps^f endiich und stetig blieibei^cil^ Funktion von ^ und m 

eine constante Grösse bezeichnet, die vor der Hand noch willkührlich sei. . Wir wollen fliese Untersuchung all- 
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gemein durchfüliren, und Iheilen sie zu grösserer Uebersicbtlicfakeit in zwei Theile, welche letztere den oben ge- 
brauchten -doppelten Vorzeichen entsprechen. 

L Um die Summe der Reihe 

(1) i-/%.(0 »6t (< + «)»< + ^ripif)sin2(t+»)di + ^ C ip(()sinS(f + a)dt + 

% Q % 

ZU finden stellt man zunächst die constanten Faktoren -j-, -3-, -g-»»-- hinter die Integralzeichen und zieht darauf 
sämmtliche Integrale zu einem einzigen zusammen; diess giebt: 

(2) /"yW j YSt>»a + «) + -|-«m2(/ + ») + -g-«t»8(/+») + ...jd/ 



wo man sogleich die Anwendbarkeit der Formel (8) des vorigen Paragraphen bemerken wird; dabei muss jedoch 
die Bedingung 2n '^ t + o>>0 erfüllt sein und diese ist hier sehr leicht zu befriedigen. Da nämlich t das 
Integrationsintervall bis » durclüäuft, so ist immer « > r > 0; wählt man o nicht ausserhalb des Intervalles 
bis n, nimmt also » ^ o ^ 0, so folgt durch Addition beider Ungleichungen 2it > t + n > Oj Vie es sein 

soll. Setzen wir jetzt statt der in (2) vorkommenden Reihe ihren Werth -^[x— (t + cai)] = -^-(w — •) — -j-' » 
so folgt durch Vergleichung mit (1) 

(8) •j(.n-a)Jipif)dt - -^jiifi()ät 

• 

= ■YJipif)Hn(.t'i-»)dt + -^rip(f)sin2it'-\-»)di + -J- rV(0«*»8(< + •)<?/ + • • • 

0*0 

Einfacher noch 'wird diese Formel, wenn man die theilweise Integration eintreten ISsst und 

(4) yV(Od' = AO 

setzt» wo nun f(f) von /s=3 bis i^zzn endlich und continuirlich bleibt $ man hat dann 

(5) ftviOdt = tt'<p(f)dt —fdtfipiOdt 

= tm -jdtm 

was man für die linke Seite von (8) benutzen kann; für die rechte Seite ist zu berücksichtigen , dass 

% 

fsin n(ß + m) 9(0 dt = sipnCt + m)fq>(0 dt — n fcos n(t + «) dt Ctpif) dt 

=5 sinnCt + n)f(f)—nrcosnCt + o)dtf(t) 

Führt man die Integrationsgränzen #=0 bis t^=» und bringt alle noch rückständigen Integrationen auf eine 
Seite y so folgt: 

^*^ Tj^^^^^ +ff(f>cosit+»)dt + ff(f)co$2it + n)dt + . • . 
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= — |-r-««na — -5-««r2o + -s-sinSm — J /(w) 

— { Y«*»» + Y««n2o + y«w»S«» + j /(O) 

+ -g-»A«) + •|-(»-«)/(0j 
wobei immer » ^ o» ^ sein muss. Bezeichnen wir die Summe der links siehenden Reihe mit U^^ also 

(7) U^ = ^f mdt +fnO€OsCt+n)dt + j' f(f)cos2Ct + m)dt 

+ I f(()cos3(t+m)d( + 

% 
und gehen auf die Unterscheidung der drei Fätte jr > « > 0, o = 0, a> = » ein, so sind die Resultate 

folgende; für » > «> erhält man unter Anwendung der Formeln (8) und (9) des vorigen Paragraphen 

1 
ir^ SÄ 0, für wsrsO verschwinden die in (6) rechts vorkommenden Reihen und es bleibt Uq = -o-»A0)> für 

CO =3« annuiliren sich die Reihen gleichfaUs und es bleibt U^ = -s-jk/C^)» '^ haben daher: 

i7^ = 0, wenn » > w > 

n. Ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an die Reihe 



Giebt man ihr zunächst die Form 



(10) 



/^(O I y^(/ — ») + 'jsm2(i'-^n) + ym3(/ — ») + . . . . | 



tf/ 



so würde es wiederum auf die Summirung der eingeklammerten Reihe ankommen. Diese könnte unmittelbar nach 
der Formel (0) in $• ausgeführt werden, wenn die Bedingung 2is >> ^ — o >> erfüllt wäre; diess ist aber 
nicht der Fall, denn die Differenz t ^ m geht von — » bis » — o, wenn i sein Integrationsintervall durchläuft. 
Dieser Schwierigkeit ist sehr leicht auszuweichen, wenn man, unter der Voraussetzung » ^ o ^ 0, das Intervall 

bis » in die beiden Intervalle bis m und n bis n zerlegt nach dem Schema: 

FdOdi = fFCOdf + jFiOdt 

Von I SS bis if = o» ist dann die Differenz i-^m stets negativ und wir setzen dafür — (o» — 1 ^*on 

1 = o bis ^ SS» dagegen bleist t — o positiv; nach diesen Bemerkungen verwandelt sich die Gleichung (10) in 
die folgende: 

9(0 { Ym(© — + y«n2((» — + -ym8(»-0 + .•.)<«/ 
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und nun lässl sich jede der eingeklammerten Reihen summiren,* da im ersten Integrale der Bogen » — / und im 
zweiten / — w zwischen und 2n liegt; diess giebt: 

/" 1 /** 1 



a 



= y« \f9(f)ät -f 9(0 dt 

f (0 

— \ \fit — m)ipiOd( + fct^w)q>if)dt 

\ m 



Zieht man die beiden letzten Integrale zu einem einzigen zusammen, so ist nun durch Vergleichung mit (9) 



(12) y« \j9(f)dt —J^(t)dt\ -- ^J\i^to)tp(f)dt 

( a J 



_ ^f^(f)stnit — m)dt + '^ffp(f)sin2(t — o)dt + -^ jfp(t)smfi(i — o))dt + . . . . 

Bezeichnen wü* wie früher das unbestimmte Integral von ipCOdt mit /(O; so ist linker Hand 

fg>COdt=no 
ferner 

f{t — m)q>(f)di = (t — w)m - ff{f)di 

und rechter Hand hat man zu substituiren: 

fq>(()smn(i — m)dt = smn(t — w)f(f) — n icos n(( — to) d( fCO 

Nimmt man ^ = » und < = 0, bringt alle nicht ausgeführten Integrationen auf eine Seile und vereinigt was 
geht, so ist 

(18) -jJfi^Odt ^ff(()co$(f — ^)di + l^nf)cos2(t~(o)di + . . . . 



IT 1 ** 1 

= I -|-rfn a 5-m 2o> + -^smda — ... . | fCn) » 

+ I Y^*K» + -j-^*2* + -g^siThSa + .... I AO) 

Bezeichnen wir die Summe der links stehenden Reihe mit F^^, setzen also 

(U) r„ = ^jf(f)dt + f m cos (f — n) dt + fnOcosÜ(t-^a)dt + //-(O cos 3(/— «.)* + ... 

und unterscheidea die drei Fälle 9c^m>>0, »ssO und » = n, so sind folgende Betno'kungen zu machen. 
Pur w > « > kann man die Formeln (8) und (9) zur Summirung der in (13) vorkommentien Reihen be- 
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= X endlich annulliren sich die Reihen gleichfalls und es kommt V„ := -jj- »/"(») zum Vorschein; demnach istt 



nnteen und es erfiebt sich F^ s= nfim); fOr '» «=3 verschwinden die Reiben und bleibt V^ =s -^nfüi), für 

Fa, =: «A») für » > «0 > 
^^^^ ^ Fo = -i-«/(0) und F, == -i-»A«)- 

Die Salze (8) und (15) liefern nun die e^e8:anten Resultate des nächsten Paragraphen. 

s. 11. 
Die periodischen Reihen von Lagrange. 

Vereinigt man durch Addition die beiden Reihen, deren Summen mit U^^ und V^ bezeichnet wurden, und 
berücksichtigt dabei, dass die Summe zweier gleichstelligen Glieder 



jf{Ocosnii — ^)dt + i fif) cos n(f -{' ta) dt 







-P 



AO [mnit — w) + cos n(/ + »)] dt 



= 2cos nm I f(f) cosni dt 



ist, so findet man ohne Mühe*. 



"•/■ 



(1) /*A0 ät + 2c(w fi> ff{f) cos t dt + 2co* 2« /'aO cos 2t dt + 2co5 3# ff(t) cQs3tdt + .... 

• 

oder, Wenn statt V^ und ^^^ die angegebenen Werthe eingesetzt werden 

= »A«) +0, für « > » > 

= Y''^^®^ + -W"^^^^' für « = 

= -^nfdn) + -^nfCni), für » = « 

Die Summe der in (1) verzeichneten Reihe ist demnach nf(m) und zwar gilt diess für alle ,m von #==0 
bis © = « d. h. für « > w ^ 0, Dividiren wir jetzt beide Seiten der Gleichung (1) durch n und setzen zur 
AbkOrzung den von o unabhängigen Ausdruck 

(2) — / AO cos nt dt =z An 
SO folgt 

(8) Aw) = -ö"^o + ^1 cosm + ^2 co^2a) + ^3 co^S© + 

7t> m>0. 

Es lässt sich demnach jede beliebige Funktion einer Variabelen in eine Cosinusreihe der vorstehenden Form 
v^wandeln, wenn die Variabele das Intervall bis 9r nicht flbertchreitet . und die CoefSzienten der Reihe nach 
Formel (2) bestimmt werden. 
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Ein analoges Resultat ergiebt sich^ wenn man d^e beiden mit ü^ und V^ bezeichneten Reihen durch Sub- 
traktion zusanmienzieht ; imter Rücksicht auf die Gleichung 

f(f)cosn(i — m)dt — 1 f(t)cosn(t + n)dt 



f f(f) cos nit — Uliidt — f 

= /*A0 [cos n(t — i») — casnCt + co)] dt 





szs 2$innn ff(f) sinnt dt 



findet man nämlich ohne Schwierigkeit 



(4) 2smm 1 f(f)smtdt + 2süt2» I fiOsinitdt + 2sm3m I f(t)sin3tdt + ....* 



) ffCOsmtdt + 2sh 2m f fit) sin 2t dt + 2sin3m f^ 



und hier ist vermöge der für V^ und U^ angegebenen Werthe die rechte Seite 

= «/-(O) — 0, für jr > a > 

=-^nf(ff) —\nn^), für »==0 

= -^^fijs) — i^nfin)^ für o = is 

Die Summe der in (4) verzeichneten Reihe beträgt demnach nfim)^ so lange cd zwischen und n liegt, 
sie ist dagegen Null, wenn » = oder » = « wird; wir müssen daher die Determination n ^ « ^0 aufstellen. 
Divkliren wu* nun beide Seiten der Gleichung (4) durch 2 und setzen 

(5) — /7(0 sin nt dt = Bn 



so ist jetzt: 

(6) f(m) = Bisinm + Btsm2m + B%sin3m + 

» > « > 0. 

Demnach lässt sich jede Funktion emer Variabelen in eine Sinusreihe der vorstehenden Form verwandeln, 
wenn die Veränderliche innerhalb des Intervalles bis n liegt imd die Coeffizienten nach der Formel (5) be- 
stimmt werden. 

Um den eigentlichen Sinn der unter (9) und (6) gefundenen Entwickelungen mit möglichster Deutlichkeit 
hervorzuheben, geben wir noch ein geometrisches Bild zu denselben« In Fig. 5 sei BSP TU eine völlig wUlkühr- 
liehe Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 

(7) y = fix) 

• 

heissen möge, 0J[ sei die Abscissen- und OF die Ordmatenachse; die Strecke OA habe die {«ange « und 
OM =: x^ bedeute eine beliebige zwischen und n liegende Abscisse, deren Ordinate MP ^= yo ssz f(x%) vor- 
stellen möge. Sind nun die Coefüzienten A^^ A\^ Af... nach der Formel (2) bestimmt und setzen wir 

(8) F = -s--^« + A\cosx + AtC0s2x + A%cos3x + . . . . 

wo F die Summe der rechter Hand stehenden Reihe bezeichnen soll, so können wir auch die vorstehende Gleiehung 
als Gleichung einer Curve ansehen, von der ein beliebiger Punkt die Coordinaten x und F besitzt; wie sich nun 
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diese zweite Curve zur ersten verhält, werden folgende Bemerkwgeii erkemven lassen. Liegt in der Gleichung 
(8) ^ nicht ausserhalb des Intervalles bis », ist also x = x^f so folgt aus (3) 

d. h. die zweite Curve fällt von xcsO bis ^rac^finitdcr erstell ZBsaHUnen. Ist ferner m zwiMhen n und in 
enthalten, so kann man x^=2% — x^ setzen und daiyi ergiebt 3ich aus (8) wegen co$n{%n^^x^ = cosnx^ 

T ^=s> 'o'^o + Aicosxa + A%cöi2xo + Atcostix^ + . t . . 

die zweite Curye d.h. F=Vq deckt jetzt die erste nicht mehr, sondern besteht aus einem Bogen TP^S , welcher 
dem ersten Zuge TSP congruent ist, aber ei^tgegengesetzt liegt. FtU* ein zwisch^ 2» und S» befindliches x 
kann x = in + xo gesetzt werden und es ^t dann wiederum F = yo; diess giebt einen Zweig S^P^T" 
welcher mit dem ersten SPT in Grösse und Lage übereinstimmt« Wie man diese Schlüsse fortsetzen kann, erhellt, 
leicht und man erkennt so den Lauf der zweiten Curve längs des positiven Theiles der Abscissenachse. Für 
negative x bleibt die Gleichung (8) dieselbe und es ist deomaeh die linke Seite der zweiten Curve der rechten 
Seite congruenU Die Gleichung (8) giebt also, geometrisch construirt, eine aus congruenten Bögen bestehende 
wellenförmige Linie und zwar ist jeder einzelne Bogen identisch mit dem '6ber der AbsoUse n stehenden Bogen 
einer beliebig gegebenen Curve. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich der Formel (6) cüne geometrische Bedeutung abgewinnen, indem man 
die ursprüngliche Curve , deren Gleichung y = f(x) wa^ mit derjenigen Linie vergMcht, welche durch die Gleichung 

(9) r s= BiStix + Btsmix + Bzsm^x + • • • • 

charakterisirt wird, wobei die Coeffizien^eo fi, Btj B^*^» nach der Formel (6) bestimmt sein mögen. Für eine 
zwischen und n fegende Abscisse x^= Xo ist nämlich F z=x f(p^) .= y^. «nd also die zweite Curve mit der 
ersten einerlei; für a; := 29e — xo wird ¥ = — A^o) = — Vo und diess giebt einen Zweig, der zwar dem ersten 
congruent ist, aber unterhalb der Abscissenachse liegt; für o; = 2» + ^o erhält man r=sy^y also einen Zweig, 
welcher wieder oberhalb und eongruent dem ersten vorläuft; x 3= 4« — ;t:o liefert JT «=2 — yo d. h. wiederum 
einen unterhalb liegenden 2«g u. s. w. Für negative x ändert -F nnr semen Yorzefchen, nicht aber seinen abso- 
luten Werth, und es ist daher die linke Seite der Curve der rechten c^gruent, ab^r rnit ^ntgeg^ngeset^t liegenden 
Ordinaten. Bemerkenswerth sind endlich noch die Fälle a^ssO, +n, + 2» u. s. f.; für alle diese Werthe ver- 
schwindet nämlich JT, die Cttrve hat demnach eine Reihe isoUrter Punkten (0, A^ A^, ... in Fig. 6) oder, was 
dasselbe ist, sie erleidet an jeder dieser Stellen eine Unte]4>rechung der eontinuität. 

5. 12. / 

Beispiele zn den vorigen Thepremen. 
1. Für die Cosinüsreihe sei zunächst f{x) = ör ; rnaii hat dann 



2 r* 

-^0 = — / t dt ^^ % 

' 

-<4n = — I icosnt dt = s 

wie man leicht aus der Integralformel 

/^ ^. t sinnt . cosnt . ^ ^ 

tcosntdt = + -•— s h Canst. 

n n^ 

finden wird. Man gelangt so zu der Reihenentwickelung 



u 



(1) 



X 



4 i'co^o» ' , c(^ 3x 






tfo^ 5a; 



i— + • . . . I 



8» 
2. Ffir eine zweite Anwendung der Cosinnsformel erinnern wir an das bekannte Integral 



/ 



c" cos nt dt = TS— T- — s c** + Const 



A« + ;ia 



woraus man ohne Mühe findet: 



/ 



ie^^ + e-^^)cosntdi = V f , »«^ -. e"«^) 

o' + n' ^ 



Setzt man daher 



/(a:) = 



» e"^' + e 



— ax 



an 



+ ^ 



— an 



SO ergiebt sich zur Bestimmung der Coeffizienten A 



A^ 






«« + e""«*)tfOÄ»/ d^ 



^«« — <•-«« 



a» + «« 



und daraus die Formel 



(S) -«'•• + .-'• 



2 -a* __ ^- 



l 

2q 



acosx 



«2 + 1> 
» ^ o; > 0. 



O (705 2x 

a^ + 22 



ttCQg 3x 
a« + S^ 



^^ • • • • 



Dieselbe gut übrigens auqh für negative ^, : weil beide Seiten, der Gleichung die Eigenschaft tpi—x) 

= —<pix) besitzen, und es ist daher die erweiterte Bedingung w ^ o; ^ — w aufzustellen. 

I 

Giebt man x die speziellen Werthe 0, -^n und «, so hat man die Formeln« 





(3) 


X 1 « , « « . 




e"* — «-«* Sa a» +.1» ' tt» + 2» «* + H* ' ' ' 




(4) 


» ' 1 l a , et a 




2 ei«« + e-i«« ~~ 2o o" + 2» ' o» + 4» o« + 6» 




(5) 


» e«« + .-«« • 1 « „ « 




2 g«» _ <.-«« 2a ' «2+1» ' «« + 2« ' o» + 3« 


3. 


Es sei 


\ 



+ . . . 



+ • • . 



2 stn ^9s 
wobei f« als ächter oder unächter Bruch vorausgesetzt werden möge? man findet dann 



^. = 






cos fit cos nt dt 
sm fifls 



1 1 

oder wenn cos ^t cos nt = -^cosQk — n)t + -5-C(w(f* + n)/ gesetzt und jeder einzelne Summand integrirt wird 
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~ «• - f»» 

Diess giebt die bemerkenswerlhe Reihe: 

^^ 2 m^i^ ~ ^ + 1« — fi« 22 - ^2 + 3" - |t« - • • • • 

n >x>0 

wobei sieh das Gültigkeitsintervall auf n ^ x ^ ^n ausdehnen lässt, wenn man berücksichtigt, dass für nega- 
tive X beide Theile der Gleichung ungeändert bleiben. Für a: = und a;=:9B ergeben sich die beiden Formeln 

(7) 4-r:^ = J- + 



2 sm ^« ~ 2« ^ 1» - ^> 2» - ^« ^ 3« - j»« 

(8) ^co<^« =27 - 1^-^» ^ 2'-ft» - a»-p« 
denen man für fA» = r, also fi = — auch die folgenden Gestalten geben kann*. 

,Q, 1 . 2z 2z . 2z 

(9) cosecz = - + (1,)» _ ^i - (i^)» - z« + (8«)* - z' 

.i«x , 1 2z 2z 2z 

(10) co<z = 



• • • 



2 (!«)» - z« "~ (2«)» — z« (8»)» - z« • • • * 

Mulüplizirt man die letzlere Gleichung mit dz und intefn^irt, indem man die Integralfonneln 



/ 



cotzdz =a Isinz 



in Anwendung bringt, so folgt 

Isinz ^ Iz + l[(ln)^—z^ + /[(2w)2— z»] + /[(3;r)> — z»] + ... + Consi. 
oder wenn man die Constante = /AT setzt und von den Logarithmen zu den ZahTen übergeht 

sinz — JKz[Cln)^—z^] [(2»)»— z«] [(3»)« — 2:«] .... 

Um die Constante zu bestimmen, dividiren wir beide Seiten der Gleichung durch z und lassen darauf z in 

1 = ergiebt sich dann 

1 = A"(l»)2 . (2»)« . (3«)« 

und wenn mit dieser Gleichung in die vorhergehende dividirt wird, so folgt 

(11) smz = x(l--j^) (l-^) (l-lf^) 

Mitteist der bekannten goniometrischen Formel 

sm2z 



cos z -=: 



isinz 
leitet man aus (11) leicht die folgende Gleichung ab 



5* 



u 



(12) 



cosz = (l- -^) fl-^) (l- W-) 



An die in (11) und (12) bewerl^tellig^e Verwandlungr des Sinus und Cosinus in unendliche Produkte 
knüpfen sieh mehrfache analytische Untersuchungen, auf die wir hier litcht eingehen können; man findet dieselben 
in des Verfassers Handbuche der algebraischen Analysis. 

4. Nimmt man in der Siitti^&lhä /(x) colistant s= 1 , so wird 



j> 2 /^. ^ ,^ 2 l — cos nn 

i?« = — I stn nt dt =^ 

7fJ n n 



und mittelst dieser Werlhe eAti^t man 



(13) 



1 itm — \^sinx + yrsh^x + -x-sinbx + | 



« > a? > 



was mit der Gleichung (10) in $• 9 übereinstimmt. 
5. Es sei femer 






2 ^««_g-«« 



so hat man Gelegenheit, die bekannte Integralfonnel 



/ 



e^^ sinnt dt = 



ksinnt — ncosnt 
"' k^ + n« 



in Anwendung zu bringen; es ist nämlich 



/(e^* — e''^^)>sinjit dt ^ ^^ 

^««_g-a« «« + n« 



und damit gelangt man zu folgender Reihenentwickelung 



(14) ^ ^ — * 



1 sin X 



2 /»«« /»— «« 



„a + 12 «2 +2" 



+ TT 



+ 3^ 



• • • 



X 







Dieselbe bleibt übrigens auch für o: = und für negative x richtig, weil beide Seiten der Gleichung 
die Eigenschaften ^(0) z=s und tpi—x) == — ^(x) besitzen; die Determination der Gültigkeit ist daher 



» >> Ä T> — «. 



6. Es sei noch 



2 stny^n 



für die Coeffizientenbestimmung ist dann 



B^ = 






sinfit shint dt 
sin iiit 



i 
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oder wenn sinp^i in -^casin^ p^t'-^'^coäin + pOt zerlegt^und jeder einzelne Theil integrirt wird: 



Bu = - 



ncosnn 
n» — ,»2 



Hieraus fliesst die Reihenformel: 



(15) 



n sin^x Isinx 



2m 2x 
2« — ^2 

a? > 



i sin ix 



wo sich aus denselben Gründen wie in (13) das Intervall der Gültigkeit auf » > a: > — » ausdehnen lässt 



S. 18. 
Erweiterungen der Theoreme des eißen Paragraphen. 

Es ist für viele Untersuchungen , bei denen man von den Formeln 

(1) VC«) = -ö-'^o + A\CO$x + A^cosix + Aicosix + • • • 



An 



-if 



fiOcosnidt 



(2) 



f(x) = Bismx + Btsin^x + BnSinSx + . . . . 

w 



Bn 



— Tfif) sinnt dt 



Gebrauch macht, ein hemmender Uebelstand, dass dieselben nur für das Intervall bis n richtig bleiben, und es 
entspringt hieraus von selbst die Aufforderung, die Gränzen der Gültigkeit wo möglich zu erweitem. Diess kann 
auf folgende Weise geschehen. 



L Setzen wir x = 



fCX 



und t 



l 



, Bo wird erstlich 



(3) 



(4) 



^(nx^\ ^ , nx^ , -^ . inx , 

f\-j-) «= Bism—i— + B^stn—j — + . • . . 



und zwar gelten diese Formeln für n 



nx 
l 



> d. h. für 4 > «* > 0; die erste bleibt auch noch für 



«'=0 und «' = / richtig. Was femer die Coeffizienten Ä und B anbelangt, so findet sich ohne Mühe 

• 

Be2eichnen wir /■-— j mit tpit^), ebenso /(•-t— ) ^^^ 9»(«0 mid lassen am Ende die Äccente weg, ^so 
ist nunmehr: 
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(5) ip(x) K= -o^o + A\cos^—^ + A^coS' r + wijöw — j — + . . • . . 

(6) y(a;) = Äi^m— T— + ^^«n— ^ — + B^sm — j — + . . . . 

7 > « > 

und hier gelten zur Bestimmung der Coefßzienten die Formeln : 

(7) ^. = -jj fp(f)co$'-j-dt, Bn = y/ fp(()sm—j^d( 

Damit ist die Erweiterung der ursprunglichen Formeln in soweit hergestellt , als nun das Intervall der Gül- 
tigkeit von bis zu jeder positiven Grösse / ausgedehnt werden kann. Die beiden so gewonnenen Ent- 
Wickelungen sind von mannichfaltigem Gebrauche; so z. B. hat Lagrange mit ihrer Hülfe die Theorie der 
Schwingungen elastischer Saiten geschaffen, ferner lassen sie sich benutzen, um Fimktionen im:izukehren d. h. um 
aus einer Gleichung von der Form x = ^Q/) die umgekehrte Gleichung y = g>(x) abzuleiten'*). 

II. Eine zweite Erweiterung der ursprünglichen Formeln hat zum Zweckt das Intervall der Gültigkeit auf 
negative Zahlen auszudehnen. Hierzu dient folgende Bemerkimg. 

Die Formel (5) gilt für negative x nur dann, wenn die linker Hand befindliche Funktion die Eigenschaft 
g,(— a;) = q)(+x) besitzt; dieser letzteren Bedingung kann man aber dadurch genügen, dass man 

9>W = 2 ^ • 

setzt, wo Fix) immer noch eine völlig willküluiiche Funktion bezeichnet Der Coeffizient Am ist dann 

nnt ^^ 



An = \f[Fif) + Fi-f^cos—^ 



= —11 F(i)cos—^dt + lFi—f)cos — 



'''''dt 





nimmt man im zweiten Integrale rechter Hand /= — ^^ so wird dasselbe 

—I j 

- fF(0)cos^^^dt' = + fFiOcos^^dt 

wobei wir die Accente weggelassen haben, weil in einem bestimmten Integrale die Wahl des Integrationsbuch- 
stabens völlig gleichgültig ist. Der Werth von Au lässt sich nun sehr zusaiftmenziehen, nämlich 

- i 

(8) An=-~fFiOcos^dt 

und für die so bestinmiten Coeffizienten gilt mm die Gleichung 

,Av Fix) + FC—x) 1 > , > nx , j 27CX . . 3nx . 

(9) 2 ~ -2^0 + Aicos— h Aicos—^, + A-^cos ~^ + » • • • 

und zwai* von o; = +^ '^i^ x =s — /. 



*) Man sehe des Verfassers Monographie: „Die allgemeine Umkehrnng gegebener Funktionen, ÜRlle 1860/^ 
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Eine ähnliche Transformation ist auf die Fonnel (6) anwendbar; dieselbe gilt für x ^= nur dann, wenn 
g)(0) = ist, und für negative x unter der Bedingung q>i—x) = — yC+a;). Diesen beiden Gleichungen genügt 
die Annahme 

tp(X) =s ■ g 

vermöge deren man für B^ auf ganz älinliche Weise wie oben den Werth 



(10) Bn = fF(i)8in-^dt 



findet Man gelangt auf diese Weise zu der Formel 

(11) — ^^^ — ^-^^ ^ == Äi«w— p- + B^sm — ; — + B^stn — ; 1- . . . . 

welche unter der Determination J > a; > — / gilt. 

Vereinigt man endlich die Gleichungen (9) und (11) durch Addition, so erhält man die von Fourier ange- 
gebene Entwickelungsformel 

(12) F(x) = -3--4o + Aicos—r- + ^^cos—. — + Azcos — h . . . . 

3S l l t 

' . nx , n ^nx , „ . 3nx , 
+ Bistn--j- + Bism — - — + Bzsm — j— + . . . . 

» r 9 

deren Gültigkeit nur voraussetzt, dass x in dem Intervalle — /bis +/ enthalten sei. 

Man könnte es endlich noch versuchen, den Formehi dieses Paragraphen dadurch die möglichste Aus- 
dehnung zu geben, dass man die willkührliche Zahl / unendlich gross werden Hesse,- diess hat in der That keine 
Schwierigkeit/ wenn man sich erinnert, dass jede Summe in ein bestimmtes Integral übergeht, sobald jeder ein- 
zelne Summand bis zur Null abnimmt und die Anzahl der Summanden imendlich wächst Man gelangt auf diese 
Weise zu den von Fourier angegebenen Doppelintegralen, die man den schönsten Eroberungen der höheren Analysis 
beizählen darf'*'). 



*) Mao sehe „Analytische Stadien Bd. 2,*' oder die kleine Abhandlang des Verfassers „D^nonstrattofi 6UmeiUaire de$ 
ihäar^me$ de FowierJ^ im d6. Bande des Crelle^»chen Joamals. 



Droek der Teubne raschen Offida In DreBden. 
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